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Grundlegende Begriffe / Definitionen

Definition:

Eine Zuordnung f, die jedem Element x einer Menge Dy, der sog. Definitionsmenge! (auch
Definitionsbereich) von f, genau ein Element y der sog. Wertemenge? Ws zuweist, heil3t
Funktion. f ist umkehrbar, wenn zusétzlich gilt: Zu jedem y [0 Wt existiert genau ein x U Dx.

Schreibweise:

f :Df —>Wf
X f(x)=y

Grafische Verdeutlichung:
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Funktion: f(x)=-050k* - x+1 Funktion: f(x)=—1— n. ukb.
nicht umkehrbar x2 -1
f(x fx) 4
) %)
/ N :
AV RN i
/\ ) :/
3 2 1\9 1 2 x 3 2 / 1 2 X
WadW /i
N /
/
-2 -2
Keine Funktion, da zu einigen x — Umkehrbare Funktion: f(x): 3+ x.

Werten mehrere y — Werte gehdren! . . .
Zu jedem y gibt es auch genau ein x

1 Die Definitionsmenge besteht aus den Zahlwerten, die anstelle von x in den Funktionsterm eingesetzt werden
darfen. Aus einer Zahlmenge sind zur Bestimmung von Dr grundsétzlich diejenigen Werte auszuschlie3en, fiir
die eine Berechnung des Termwerts unmdglich ist. Selbstverstandlich kann Dr dann noch weiter eingeschrankt

werden!
2 Die Wertemenge Wr entspricht der Menge aller Lésungen, die sich durch das Einsetzen aller x — Werte aus Dy

ergeben!
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Geometrische Aspekte (siehe Skizzen):

Ein Graph reprasentiert eine Funktion, wenn jede (beliebige) Parallele zur y — Achse den
Graphen in nur einem Punkt schneidet!

Ein Graph reprasentiert eine umkehrbare Funktion, wenn darlUber hinaus jede (beliebige)
Parallele zur x — Achse den Graphen ebenfalls in nur einem Punkt schneidet!

Erganzungen zu umkehrbaren Funktionen:

Gegeben sei die umkehrbare Funktion® f(x).

a)
b)

c)

d)

f)

Die zu f(x) gehorende Umkehrfunktion wird mit f _l(x) bezeichnet.
f 71 ist Umkehrfunktion zu f und umgekehrt.

Es gilt £ 2(f(x))= f(f "(x))=x (Funktion und Umkehrfunktion heben sich in ihrer
Wirkung auf).

Beispiele:
" :(_i)&)iz}*f(f W)= =x (=[x =x (x20)
f(x)=a*

D 1iaeton, X} L f(ra()=aeex =x  1(1(x))=logaa* = x
(a>0;a¢1'xDIR)

Der Graph der Umkehrfunktion f 1 ergibt sich durch die Achsenspiegelung des Gra-

phen Gt an der Winkelhalbierenden des I. und Ill. Quadranten (Geradengleichung der
Spiegelachse: y = X).
Grundsatzlich gilt: Dy =W,  sowie D, =Wg.

Den Term der Umkehrfunktion zu f(x)= y erhéalt man durch Vertauschung von x und

y in der urspringlichen Funktionsgleichung und dem (manchmal trickreichen) Aufl®-
sen der entstandenen Gleichung nach y.

Beispiele:
f(x) =y=3kx-4

x=30/-4 - x+4=30 - y=%D<+g= f (x)

f(x)=y=x? -6x+20 MW FH . y=(x-32-7 (x=3)
x:(y—3)2—7 - x+7=(y—3)2 o y=x+7+3=f(x

2

f(x)=y=e"

i) x=eY o 1-y?=Inx = y?=1-Inx = y=+/1-Inx = f }(x)
D.1=loe W,=IR

Di =IR W =0;¢]

3 Jede Funktion lasst sich durch geeignete Einschrankungen ihrer Definitionsmenge — zumindest auf bestimmten
Intervallen — umkehren!
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Grafische Verdeutlichung weiterer wichtiger Bezeich nungen

y — Achse
(auch: Ordinate)

Y=1(X) A
2

Maximum

|
| iy /
|

Minimum x — Achse
(lokal) (auch: Abszisse)

Maximum -2
(global)

X Nullstellen (Schnittpunkte mit der x — Achse)

X Ordinatenschnittpunkt (Achsenabschnitt / Schnittpun kt mit der y — Achse)
X lokale Extremstellen (Extrema / Maximum / Minimum)

X globale Extremstellen (Maximum / Minimum)

=i x) A ' \
: O\
2 : \\\
| :
2 2 4 6 8 x
\
\ \ Waagrechte Asymptote: Fur x gegen (%) o
\ strebt G f gegen eine Parallele zur x — Ach-

g0 se, ohne diese jedoch jemals zu erreichen

Polstellen (Unendlichkeitsstellen): An Polstellen
liegen vertikale Asymptoten vor!
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Verschiebungssatze / Streckung und Stauchung

Gegeben sei eine Funktionsgleichung f(x): y. Im Folgenden werden elementare Verande-
rungen des Funktionsterms untersucht!

t(x)0 39 (x+a): {a >0: G um [g] in Richtung der negativen x - Achse verschoben

a<0:Gum | in Richtung der positiven x - Achse verschoben

b>1: Gum Faktor bin Richtung der x - Achse gestaucht
1>b>0: Gum Faktor b in Richtung der x - Achse gestreckt

t(x)0 PP~ fo): J nsed
—-1<b<0: GumFaktor b ... gestreckt; gespiegelt an y - Achse

b< -1 GumFaktor b... gestaucht; gespiegelt an y - Achse

¢>1: Gum Faktor c inRichtung der y - Achse gestreckt
1>c>0: Gum Faktor cin Richtung der y - Achse gestaucht
#(x) 0 9 - ¢ o (): gaery-Acseg
—-1<c<0: GumFaktor c ... gestaucht; gespiegelt an x - Achse
c<-1 Gum Faktor c ... gestreckt; gespiegelt an x - Achse

f(x)0 P~ f(x)+d 5{d >0: G um |d|inRichtung der positiven y - Achse verschoben

a<0:Gum|d inRichtung der negativen y - Achse verschoben

All diese Veranderungen kénnen auch gleichzeitig vorliegen!
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Beispiel: g(x) 0 MHHLFFR Y - g, (x) =% e2X-2
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/
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Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Definition:
Eine Funktion f: IDs » \W; der Form
=xt =1
F(x)=a, K" +any K"+ k"2 + .+ ay K2 +ay Ox +ag|K°
mit: an,an-1,...81,89 JIR; a, Z0,nIIN

heil3t ganzrationale Funktion oder auch Polynom vom Grade n. a, heil3t Leitkoeffizient von f.
Ist an = 1 so heil3t f normiert.

Beispiele / Unterklassen:

1. Lineare Funktionen (Graphen ergeben Geraden):

mix+t

Funktionsgleichung (=)
X)=miX+t

gy
(allgemeine Geradengleichung) e g:f

m heil3t Steigung
t heildt y — Achsenabschitt oder auch
Ordinatenabschnitt

Bezeichnungen

-t
Nullstelle: xy =—
m

Eigenschaften «  Abszissenschnittpkt.: N(_—t/ Oj
m

*  Ordinatenschnittpunkt: Sy(Olt)

Berechnung der Steigung m der

Geraden g mit Hilfe beliebig gege- . m= Y2 —y1 _ Ay
bener  Punkte P(xllyl) und B Xo =% " Ax
Qlx;/yy) auf g.

o YTN_Y2TN (impiizit)
Aufstellen einer Geradengleichung X=X X=X
g mit Hilfe beliebig ge?ebener (Yo-W Yo — V1
Punkte P(x;/y;) und Q(xp/vys,) S A X — % X+ y1 - X — % D
auf g (Zweipunktform der Geraden- e ~
gleichung). (explizit)

I =mlixq +t

Aufstellen einer Geradengleichung . () yl_m " ... hach Berech-
g mit Hilfe beliebig gegebener (1) y2=mbk +t
Punkte P(Xl/yl) und Q?Xz/yz) nung von m und t werden diese Werte
auf g (lineares Gleichungssystem). in die allgemeine Geradengleichung

eingesetzt!

Aufstellen einer Geradengleichung
g durch Ablesen der relevanten ¢ -
Werte aus einer Zeichnung!
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Beispiel 1:
Entnehmen Sie der Zeichnung die zum Graphen gehérende Funktionsgleichung!
y:f x)u
2
J/
,
Q 2 4 X
/
J/
/
p~
/
Lsng:
y:f x)u
2
AX = +3
dl - /
< > /
+ 0O 2 4 X g ergibt sich durch:
/
t==2 / A y:mD(+t=ﬂD(+t
g Ax
Y. Ay =+2 2
// -Y =§ k-2
yd \ 4
Beispiel 2:

Eine Gerade g werde festgelegt durch die Punkte P(2/3) und Q(-5/4). Bestimmen Sie

die Geradengleichung!
. y-3_ 4-3
1: =
x-2 (-5)-2

TV W oy=_15.23
=3 y 7[(x 2)+3 y 7D(+7

Lsng.

Abszissenschnittpunkt: N(23/ O); Ordinatenschnittpunkt: S%O/?);

_ 1
(1) 3=mm@+t (1) t=3-20m 3-20M=5(m+4 -~ m=-=

(1) 4=mo-5)+t " (1) t=5mm+4 23 1. 23

St=—=y=-=-XK+—
7 7

Lsng. 2:

7
Abszissenschnittpunkt: N(23/ 0); Ordinatenschnittpunkt: Sy(O/ %J’J

10
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2. Quadratische Funktionen (Graphen ergeben Parabel  n):

e y=a X2 +bX+c
(allgemeine Parabelgleichung)

Funktionsgleichung b \2 b2
e y=allx+—| +c———
2[a 4[A
(Scheitelform)

Bemerkung:

Die Scheitelform entsteht aus der allgemeinen Parabelgleichung durch quadratische
Erganzung!
=0

2 2
y=an@ +bik+c=alfx® + 20| +c=alx® + Ros[ 2| [ ) |4c=
a a 20a 2[4

b 2 b2 b ) b2
=all| x+—| - +c=allx+—| +c—-——
2a) 432 20A A0a

-b+Vb% -4M@alt

20

* Nullstellen: xq/5 =

fur: b% - 4@ €20
* Abszissenschnittpkt.: N(x]jzl 0)
* Ordinatenschnittpunkt: Sy(O/c)

* Der Funktionsgraph ist achsensymmet-
risch zu einer Parallelen zur y — Achse,
die durch den Scheitelpunkt der Parabel
verlauft!

Eigenschaften

Bemerkung:

Die Losungsformel (Mitternachtsformel) ergibt sich fir y = 0 durch Auflésen der
Scheitelform nach x!

B b )2 b2 _ b )2 _ b2 b )2 b2-4ralt
y=a X+ﬁ +c—-———=0+« allx+ ——C = | X+ =

AR 2;) 4@ 2Ma 4082
b, b2 -4t +b2-4male . _~bx\b2-4rare
V27%m T\ am2 2Ma vz 2Ma
. _ 2
Scheitelpunkt ~b b
. - e M /c
(globales Maximum / Minimum) 2[a VAF:)

Eine quadratische Funktion ist eindeutig durch die Angabe dreier Punkte, die auf
ihrem Graphen liegen bestimmt (L6sung durch lineares Gleichungssystem!

11
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Beispiel:

Auf dem Graphen der Parabel P liegen die Punkte A(2/1), B(—S/—%aj und C(4/1).

Stellen Sie den Funktionsterm f auf, bestimmen Sie die Scheitelform und berechnen
Sie die Nullstellen und den Scheitelpunkt von Gy. Skizzieren Sie den Verlauf von Gt.

Lsng.:

(1)  4la+2lb+c=1
y=and +bok+ o0 AREHFN T (1) oma-3m+c=-2

() 16@m+4b+c=1
(1) -8m+c=1

1=(1) _ __ - .
D(ﬂﬁ(ﬁ-»lZ[éHZ[ﬂ)—O:b— 6[a in LGS: (1n)* 27m+c=—%
OIS L c=1+80m in (1) 35@=-21c a=-S> —p=Jgc=-1

2 10 5 5
10 5 5
3 2 13 13
- Y= -3 +— - 3=
y 10E(X ) 10 5( 10J
_9, (81_42
v, - 5 V25 25 _-9+y39__ [13
5
y= x)n
2
/ N,
/ \ X
D O / 2 4 \ 6 8 X
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \

12
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Einschub: Die Polynomdivision

Vorbereitung / Grundlagen #:

Gegeben seien verschiedene Punkte® Nl(— allo), Nz(— ap /0), N3(— a3/0),...,Nn(— an /O)
(aOdIR;nOIN ) auf der x — Achse. Jedem dieser Punkte kann eine Bestimmungsglei-
chung der Form x=-a zugeordnet werden. Diese Gleichung nennt man auch Nullstelle
in expliziter Form! Durch Umformung von x=-a zu (x+a):0 erhalt man die sog. Null-
stellengleichung in impliziter Form!

Man betrachtet folgende Produktbildungen der Nullstellengleichungen in impliziter Form:

1. zu Nq: (x+a1)=0
2. ZUN7 [Ny : (x+a1)[(x+a2)=0
3. ZuNq [Ny [N3: (x+a1)[(x+a2)[(x+a3)=0

4. zu Nl [Nz [Ng EN4: (x+a1)E(X+a2)E(X+a3)E(X+a4)=O

Ausmultipliziert ergeben sich die folgenden Nullstellengleichungen:

1 (x+a1):0

2. (x+a1)[(x+a2)=0

3. (x+ag)Hx+ay)Hx+ag)=0

4. (x+aq)tx+ap) t{x+ag) f{x+ a4) =0

1 (x+a1):0

2. x%+(ay +ay)k+ay (B, =0

3. X3 +(ay +ay +ag) X% +(ay (A, +ay [hg +a, g ) K +ay (A, (ag =0
4. ..

Die sich ergebenden Nullstellengleichungen lassen sich eindeutig Funktionsgleichungen
von ganzrationalen Funktionen ebenso zuordnen, wie sich ganzrationalen Funktionen die
zu ihnen gehdrenden Nullstellengleichungen zuordnen lassen.

1. f(x)=x+a
2. f(x):x2 +(a1+a2)D<+a1 Cay

3. f(x)=x3+(a1+a2 +a3)D(2 +(a1 Biz +a; Big +a, @3)5(+a1 mz mg

Zerlegungssatz 1:

Besitzt eine normierte ganzrationale Funktion vom Grade n auch n Nullstellen, so ergibt

sich der Beiwert der x"™ Potenz als Summe der expliziten Nullstellen (beachte Vorzei-
chenwahl) und die Konstante als Produkt der expliziten Nullstellen (Fir quadratische
Funktionen heil3t dieser Zusammenhang Zerlegungssatz von Vieta)!

4 Es genugt fur das Erkennen des Prinzips die Beschrankung auf normierte Polynome!

5 Die ai der gegebenen Punkte sind nicht mit den ai der Definition einer gebrochenrationalen Funktion zu ver-
wechseln!

13
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Bemerkungen / Folgerungen:

* Nicht jede ganzrationale Funktion besitzt reelle Nullstellen (z.B.: f(x): x° +1).

» Besitzt eine ganzrationale Funktion vom Grade n eine Nullstelle, so lasst sich
der Funktionsterm faktorisieren. Ein Faktor des entstehenden Produkts besteht
aus der Nullstelle in impliziter Form, den anderen Faktor bildet ein ,Restpoly-
nom“ vom Grade (n — 1). Dieses ,Restpolynom“ kann u.U. weiter faktorisiert
werden!

Beispiel 1:

f(x)=x3—x2+x—1 x1=1_>(x—1)=0

ist eine Nullstellengleichung von Gy in impliziter Form
Zerlegung: f(x)=x3 -x?+x-10 FF19 £ (x)=(x-1) Eﬁx2 +1)
Das Restpolynom l&sst sich nicht weiter Uber IR faktorisieren!
Beispiel 2:

f(x):x3—1 x1=1—>(x—1)=0

ist eine Nullstellengleichung von Gy in impliziter Form
Zerlegung: f(x)=x3-10 FF19I9. £(x)=(x-1) [ﬁx2 + x+1)
Das Restpolynom l&sst sich nicht weiter Gber IR faktorisieren!
Beispiel 3:

f(x):x3—x2—x+1 X =1- (x—1)=0

ist eine Nullstellengleichung von Gy in impliziter Form
Zerlegung: f(x)=x3 -x%—x+10 FF1949 £ (x)=(x-1) Eﬁx2 —1)
Das Restpolynom l&sst sich weiter Uber IR faktorisieren (lll. bin. Formel):

X2 -1= (x—l)[ﬂx+1):> f(x): (x—l)[ﬂx—l)[ﬂxﬂ): (x—l)2 [ﬂx+1)

» Der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion vom Grade n besitzt maximal
n (nach Beispiel 3 nicht notwendigerweise verschiedene) Nullstellen in IR!
« Uber IR nicht mehr weiter faktorisierbare ,Restpolynome* heiRen irreduzibel®!

Zur Durchfuhrung der Polynomdivision:

Fur ganzrationale Funktionen héheren Grades (n > 2) muss zur Berechnung der Nullstellen
zunéchst eine Lésung der entsprechenden Nullstellengleichung durch geschicktes Probieren
oder mit Hilfe des Zerlegungssatzes 1 ermittelt werden! Die eigentliche Division folgt dem
Schema der Division von ganzen Zahlen!

Beachten Sie: Die Polynomdivision durch eine implizite Nullstelle geht immer auf (Polynomdivision ohne Rest)!

6 Uber der Zahlmenge der sog. komplexen Zahlen lassen sich irreduzible Polynome komplett in Linearfaktoren
(Nullstellen in impliziter Form) zerlegen! Hier gilt der Fundamentalsatz der Algebra (alternative Version):

Jede ganzrationale Funktion vom Grade n besitzt in den komplexen Zahlen genau n (nicht
notwendigerweise verschiedene) Nullstellen!

14
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Beispiele zur Polynomdivision

Beispiel 1: f(x):(x4—35<3+45<2—x—6):0Dﬁ‘ﬁ”ﬁP‘fﬁLf() 0-x=20M8"_(x-2)=0
x4—3D<3+4D<2—x—6) (x-2)=x3-x®+2x+3
x4 -203
-3 +40x2
—(—x3+25<2)
+20° - X
—(+ZD(2—4D()
3x-6
-(3x-6)

Das Restpolynom besitzt zwar weitere Nullstellen, diese sind jedoch (fiir uns) nicht mehr
ohne Rechnerhilfe zu ermitteln!

Beispiel 7 2: f(x)=(25<3+x2+1)=0 0 BPERPPERN . £ (~1)=0 — x=-10F1¥ ~ (x+1)=0

206 + x2+OD<+1): (x+1)=2x? -x+1

- ZD<3+ZD(2) X
2.4 0% 2[X°-x+1=0
) 1+,/ _1xy-7
—(—x —x) - X2/3= 4
X+1
~(x+1)

Das Restpolynom besitzt keine weiteren Nullstellen in IR.

Zerlegung:  (x)= (208 +x2 +1)= (x+1) e 32 - x+1]

Beispiel 3: f(x)=(x4—135<2+36)=0 0 APERPPEEN . £(2)=0 - x=20 B~ (x-2)=0
x4+OD<3—1SD<2+OD<+36):(x—2)=x3+ZD<2—QD(—18
- x4—2D<3)
20¢3 -130¢
—(2D<3—4D<2)
~9[X? +0[X
—(—9D<2+185<)
~18[X+36
—(-18mx +36)

7 Erganze ,fehlende” Potenzen xk durch 0K (k O IN; k < n)

15
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x3+20¢ —9x-18=00 ERPPERN x= 30 FF18 - (x+3)=0
x3+2D<2—9D<—18): (x+3)=x?-x-6

2 o _p—
_ 3 +3m%2 X*=x-6=0
2
—(_X _35() —>X3:3; X4:—2;
-6Xx-18
~(-6x-18)

Das Polynom lasst sich vollstandig in Linearfaktoren zerlegen!

Zerlegung: f(x) =x*-13x?% +36= (x—3) [ﬂx—z) [ﬂx+ 2) [ﬂx+3)

Alternative 8 Losung durch eine sog. Substitution

F(x)= x* ~1302 +36=00 BIPSTIE F ., £(2)=22-132+36=0

13++/169-144 13+5 7z =40 ﬁ’ﬁ:ﬁ@ X =2 X =2
21/2: 2 = 2 — .
2,=90 ﬁ’ﬁﬁ/%_. X3=-3 X4=3

8 Das Losungsverfahren der Substitution empfiehlt sich bei Gleichungen der Form:

~b+Vb®-4[alt

2[&

Vb2 -4l

Resubstitution: Zy2=x___k 5 X:(i)wz(i)li/_bi 2

alk®® +pxK+c=0

k

Substitution: x" =z - a&2+bﬁ+c:0:>zﬂ2=

16
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3. Kubische Funktionen:

Funktionsgleichung . yzaEk3 +bX% +clk+d

Historisches:
Das Losen kubischer Gleichungen geht auf die italienischen Mathematiker Tartaglia und Cardano (16

und 17 Jhd.) zuriick. Cardano entwickelte aufgrund der Uberlegungen von Tartaglia Lésungsformeln,
die fir den Hausgebrauch allerdings viel zu schwer zu handeln sind!

* Nullstellen: siehe Polynomdivision
Eigenschaften » Abszissenschnittpkte.: Polynomdivision
* Ordinatenschnittpunkt: Sy(Old)

Eine kubische Funktion ist eindeutig durch die Angabe von vier Punkten, die auf
ihrem Graphen liegen bestimmt (Losung durch lineares Gleichungssystem)!

Beispiele fur Graphen von kubischen Funktionen:

/L

T

N

,-4 -4 -4
f(x):x3+x f(x):x3—x f(x)=x3—0,55<+2
f(x)4 f(x)4 | 1004
e} e} \ 2
\ I \ \\ -

Y 4

Q
T
<V
1
~
1
N
]
0
4
N

f(x)=-0503+x+1 f(x)=-0503-0,7x-1 f(x)=-203 +2x -1

17
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Dientzenhofer — Gymnasium Bamberg
Jahrgangsstufe 10 — Grundwissen Mathematik V02 Beta

Funktionsgleichung

© y=a XM Han T ey K+ g

Historisches:

Cardano (17 Jhd.) entwickelte auch Losungsformeln fur die allgemeine ganzrationale Funktion 4. Gra-
des. Die Jagd nach Ldsungsformeln fiir Polynome hdheren Grades als vier lieferte in der Folgezeit
allerdings keine brauchbaren Ergebnisse. Im 18. Jhd. gelang es dem jungen Franzosen Evariste Ga-
loire nachzuweisen, dass es fiir n > 4 keine allgemeingiltigen Lésungsformeln mehr geben kann!

Eigenschaften

* Nullstellen: siehe Polynomdivision
» Abszissenschnittpkte.: Polynomdivision
* Ordinatenschnittpunkt: Sy(Olao)

Graphen liegen bestimmt (L6sung durc

Ein Polynom ist eindeutig durch die Angabe von (n + 1) Punkten, die auf seinem

h lineares Gleichungssystem)!

Beispiele fur Graphen von Polynomen héheren Grades:

AN I

N

~—_
w

N

=

.
v

o
<V

Polynom 4. Grades Polynom 5. Grades

Polynom 6. Grades Polynom 6. Grades

18
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Einfache gebrochen rationale Funktionen

Definition:
Eine Funktion f: IDs — \Ws der Form

f(X):RZ(% mit den ganzrationalen Funktionen z(x) und n(x)

heil3t gebrochen rationale Funktion.

Elementare Rechen — Bearbeitungsverfahren:

Definitionsmenge 1Dmax

*  IDmax = IR\{xOIR|n(x)=0}

heil3t: Alle reellen Zahlen ohne die Null-
stellenmenge (die Nullstellen) des Nen-
nerpolynoms.

Die Nullstellen des Nennerpolynoms
heilen auch Definitionslicken von f. An
ihnen liegen i.d.R. vertikale Asymptoten
vor!

Nullstellen und Schnittpunkte mit
den Achsen des Koordinatensys-
tems

Nullstellen:  Setze z(x)=0, denn: Ein
Quotient besitzt den Wert Null, wenn der
Zahler den Wert Null besitzt!
Abszissenschnittpkte.: ...
Ordinatenschnittpunkt: Sy(O/ f(O))

Zeichnung

Evtl. mit Hilfe einer Wertetabelle

Beispiel 1:

{(x)= x? -7k+12 _ (x—3){x-4)

x2+3x+4  (x+1)dx+3)
f(o)=1742:3:> s,(0/3)
n(x):(x+1)[ﬁx+3):O:>{z o
= ID = IR\{-3-1}

Z(X)z(x‘3)EGX—4)=oj{X3 =3

Xq = 4
= Ny(3/0); N,(4/0);

Beispiel 2:

_x2—25<_ (x—2)D<
f(X)— 21 _(x+1)[ﬂx—1)

f(o):_%:o:» s,(070)

n(x):(xﬂ)[qx-l):oj{z -
= ID = IR\{x1}
z(x)=(x—2)D<=O:>{sz§

= N;(2/0); N,(0/0)

19
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Graph zu Beispiel 2:

(o))

—
6]

—
»

w

.
A
.
o
-~
o
oo
<V

Einschub °: Grundlagen der Grenzwertrechnung

Um das Verhalten eines Polynoms f(x) flr sehr grofl3e bzw. sehr kleine x — Werte zu untersu-
chen verwendet man folgende Schreibweise:
lim f(x) bzw lim f(x)

X - +0o0 X — —00
Sprich: Limes von f von x fir x gegen Plus (Minus) Unendlich

Bei Polynomen gehen beide Grenzwertbetrachtungen immer gegen unendlich grol3e (bzw.
kleine) Werte. Hier muss besonders auf das Vorzeichen des Grenzwertes geachtet werden!
Fur gebrochen rationale Funktionen ergibt sich bei der Grenzwertberechnung eine Vielzahl
an Varianten! In Beispiel 1 und in Beispiel 2 (siehe Zeichnung) gilt:

2 _ 2 _
f(o) =" el f(x)= X2 225‘
1 X“+3x+4 2 x“-1
. , | ,
im f(x)= fim X2y im f(x)= tim X 2%
X - o0 Xzt X< +3XK+4 X — 00 Xot0 x4 —1

9 Die Grenzwertrechnung — insbesondere fiir gebrochen rationale Funktionen - wird in Jahrgangsstufe 11 metho-
disch aufgearbeitet. In Jgst. 10 spielt sie noch keine tragende Rolle!
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Die Trigonometrischen Funktionen

Grundwissen Mittelstufe / Bezeichnungen / Definitio nen:

Im rechtwinkligen Dreieck gelte die folgende Standardbeschriftung mit den angegebenen
Bezeichnungen ...

Kathete a ... auch
Gegenkathete zu a
Ankathete zu 3

Kathete b ... auch
Gegenkathete zu 8
Ankathete zu a

Hypothenuse ¢

Definitionen (Verhaltnisgleichungen):

. Gegenkathte zua _ a _ Ankathetezua _b
sina = == cosa = ==

Hypothenus c Hypothenue ¢
Gegenkathte zu 3 :9 cospi = Ankathetezu 3 _a

Hypothenus c Hypothenus ¢

sinB=

_ Gegenkathte zua _a _ Gegenkathte zup3 _ b
tana = =— tanp = =—
Ankathetezu a b Ankathetezu 3 a
Folgerungen?® und Eigenschaften!!:
. : 1
(I) sina =cosB cosa =sinf tana =——
tanf3

(II ) sina :cos(90°—0() cosa :sin(90°—0()

tana=mgéo—_05
(III) (sina)2+(cosa)2:1 (

trigonometischer Pythagoraé
(sin[3)2 + (cos[3)2 =1

10 Beschrankung auf die wichtigste Auswahl!
11 (1) und (Il) folgen direkt aus den Verhaltnisgleichungen;

2 2 .
(i) folgt aus: a2 + b2 = 02 o (i) + (9) =] < (smc()2 + (coso()2 =1;
< =
=sina =cosu
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Konstruktion der trigopnometrischen Funktionen 12

Erweitert man den Definitionsbereich von ¢ durch rechtwinklige Dreiecke am Einheitskreis,
so lasst sich fur jeden beliebigen Winkel ¢ O IR ein Funktionswert angeben! Die entstehen-
den Funktionen nennt man trigonometrische Funktionen!

Zu den Vorzeichen der trigopnometrischen Funktionen

A /u
N N
N
~
N
4

N
N
N
A
N
N
N
N
N

»
»

cos0° =1 cos90° =0

sing >0 sing >0
cosd >0 cosp <0
sin0°=0 sin90° =1

sing <0
> > cosdp >0
sing >0 sin270° = -1
cos¢ >0 co0s270°=0
. sin180°=0
o cos180° =-1 .

Tabelle:

(0] 0° [ 30° 60° 90° | 120° 150° | 180° | 210° 240° 270° 300° 330° | 360°

sing [ 0 | 05 \EA 1 \EA 0,5 0 -0,5 f% -1 @4 -0,5 0

cosd| 1 |V34 | o5 | 0| 05 | V3| 1 |3 | 05 | 0 | 05 \/f_% 1

tang | 0 | 13 V3 n.d. -V3 -1V3 0 1N3 V3 n.d. -V3 -1V3 0

Bemerkung 1:

Die Funktionswerte fur Winkel ¢ > 360° bzw. ¢ < 0° erhalt man durch Division mit Rest von ¢
durch 360° und dem zum Restwinkel gehérenden Funktionswert! Die Funktionswerte des
Intervalls [0°; 360°] wiederholen sich standig. Bei den trigonometrischen Funktionen handelt
es sich um sog. periodische Funktionen!

Bemerkung 2:

Verwendet man anstelle eines Winkels ¢ den Zahlenwert x der Lange des Einheitskreisbo-
gens, der zu diesem Winkel gehdrt, so verwendet man das sog. Bogenmal}! Jeder beliebige
Winkel lasst sich in das Bogenmal3 umrechnen. Es gilt:

ﬁb

Tt
18C°

12 Im folgenden wird auf die Behandlung der Tangensfunktion verzichtet (keine Relevanz)
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Eigenschaften der trigopnometrischen Grundfunktionen

Funktionsterm - f (x) =sinx
Definitionsmenge |Dmax * IDmax =IR
Wertemenge \W o \W=[-1; +1]
* Nullstellen:
[sing =0 fiir ¢ =k18C]
Nullstellen sinx=0 far x=kt (BogenmaDS
* Abszissenschnittpkte.: ...
* Ordinatenschnittpunkt: Sy(O/O)
sing =1 fiir ¢ =90° +k [360°]
Maxima " sinx=1 fur X:(2[k+%jm (Bogenmab&
[sing =-1 fur ¢ =270 +k(360]
Minima " sinx=1 fur XZ(ZD](—%JDT (Bogenmal®
e Der Graph der ,primitiven* Sinus — Funktion
Symmetrieverhalten ist punktsymmetrisch zum Ursprung des
Koordinatensystems!
f X)“
1 ~ ‘\ P \
/ \ ,
2 1 1 2 3\ 4 5 £ 7 8 9 0 11 x
N N d -
L Cf
f X),“
4
A\ /\ /
\ L\ \ / /
\ [\ / [
\ A \ .,
2 a2/ 9 a2 2/3 4 5 [6 7\ 8 [o 10\ 11x
VAN R \ / \ /
\ \ |/ \ / / \
\ -2 [ i 35‘\
Gr zu: f(x)=208in (20k)+=
— 0 .
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Funktionsterm e f (x) =cosx
Definitionsmenge IDmax * IDmax =IR
Wertemenge \W o \W=[-1; +1]
* Nullstellen:
[cosp =0 fur ¢ =(20k +1)190°]
Nullstellen cosx=0 fur X=(k+%)ﬁ‘[ (BogenmaDS
» Abszissenschnittpkte.: ...
+ Ordinatenschnittpunkt: Sy(Oll)
Ve [cosp =1 fiir ¢ =kB6C]
axima cosx=1 fur x=2[k0Ot (Bogenmaﬁ%
Vi [cosp =-1 fir ¢ =180° +k[B6C]
nima sinx=1 far x=(2[lk—1)[ﬁ (Bogenmaﬂ&
e« Der Graph der ,primitiven* Kosinus —
Symmetrieverhalten Funktion ist achsensymmetrisch zum Ur-
sprung des Koordinatensystems!
f X)“
4 \ ¢
2 a1 9 1\ 4/ 5 6 7 A 9 10 1 x
/ 1 d N
1 CT
f X),“
4
, /\ \
[ ) / 0\ \
/ / \ / /
/I / !
2 /[a 9\ 1 /2 4 //5 6 \'7 /; 9 \\10 1,1 X
-1 /
/ 1\ \ |/ \ /
\/ > \ \/ ¢
B G zu: f(x)=2C0g (20)+~—
— c -
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Die Exponentialfunktion

Vorbemerkung (Rechenregeln flr Potenzen):
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Es seien a, b 00 IR0}, c eine beliebige positive reelle Zahl sowie n 0Q und m I IN.

Dann gilt:

(@) a"@™=(am@0.@){am0.@)=a@0. @0 a=a""

n-mal m-mal

(n+m -mal

(B) a"m"=(am@.@){ob0..0b)= (ab)fab). fab) = (ab)"

n-mal n—-mal

() 2 -RELE. (a)fa), 4

b
n—-mal

n-mal

n—-mal

(3) a":a™m= (a0 ) =(amO.@)=a""

n
a
3

n—-mal

m

m-mal
n>m: a”:aM=a""m
a’:aM=a":a"=a""=3a°
n=m: an n —a’=1
alaM=—r="-=1
am a (men)
m—-n
- —(m- —(m— 1 1
n<m: a":aMm=a"M=3 mn)zao (m n)= - =
am—n a

(8) (an)m :(an)[ﬁan)mu[ﬁan (g)an+n+...+n -
m-mal
Wichtig: a™® =at
! n

3

(s) far geradesm: cm =We -~c

arrm

—a =a - mDh=1:>n=l
m

Yor = yie]

%/—J
nach (s) und dem

Kommutativgesetz der

Multiplikation
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Funktionsterm

f(x)=a* mit: adIR* unda#1

Definitionsmenge 1Dmax

IDpay = IR

Wertemenge \W

\W =] 0; +o0]

besondere Punkte

Nullstellen: keine
Abszissenschnittpkte.: keine
Ordinatenschnittpunkt: Sy(Oll)

Monotonieverhalten

Der Funktionsgraph Gs ist streng mono-
ton steigend fira > 1

Der Funktionsgraph Gs ist streng mono-
ton fallendfir0<a<1

Aufgrund der Monotonie ist f(x) umkehr-
bar (siehe allgemeiner Teil). Die Um-
kehrfunktion ergibt sich zu:

f_l(x):logax
Funktionsgraphen (Beispiele):
f X&“ G ()\)—cx l /
c 6 l
f(J=05" ;
2) |\ - [ Gf(x,=2x
\ | ]
\ A [
\ [
\ ) |/
\ /
T 1)/
\\ 3 /l //
\ Iyay,
)G
Nt
_ 2
|| — ~—— |
7 6 5 -4 3 -2 -1 O 1 2 3 X
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Die Logarithmusfunktion

Vorbemerkung (Rechenregeln fiir Logarithmen):
Es seien a, b, c OIR\{1}, k O IR, n OJIN.

Dann gilt:

(@) a*=b < x=logyb

at=a - log,a=1

a’=1- log,1=0

(a) loggb+log,c= Ioga(bm:)
) 10g,b-I0g, o=log, 2|

(y) log,b" = Ioga(bDbD..Db)z loggb+log,b+...+logyb=nlog, b

n-mal n-mal

Aus (a) und (y) folgt insbesondere:

a*=b = log,a* =log,b = xMog,a=logyb - xz%:logab
a

aber auch:
log. b
a*=b < log.a* =log.b = xog.a=log.b = x=—C—
Oc Oc Oc Oc loge a

() x = 10g10b _ Igb

logipa Ilga
=a‘=b -
logeb _Inb
(||) X :—Oge :n_
logea Ina
Bemerkung:

Das Losen von Exponentialgleichungen ist unabhangig von der verwendeten logarithmi-

schen Basis!
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Funktionsterm

f(x)=log,x mit: adIR* unda#1

alternativ;

- log, x=——
f(x)—logax—lnatlhx

Definitionsmenge 1Dmax

IDmax =10; +o]

Wertemenge \W

\W = IR

besondere Punkte

Nullstellen: x =1
Abszissenschnittpkte.: N(1/ 0)
Ordinatenschnittpunkt: ---

Monotonieverhalten

Der Funktionsgraph Gs ist streng mono-
ton steigend fira > 1

Der Funktionsgraph Gs ist streng mono-
ton fallendfir0<a<1

Aufgrund der Monotonie ist f(x) umkehr-
bar (siehe allgemeiner Teil). Die Um-
kehrfunktion ergibt sich zu:

F 1) =a
Funktionsgraphen (Beispiele):
i(x)4 g 1 (x)=tg
&4 /’
3 P
Gt (x)=In
2 y - -_—-_’_——-—-———
. ,/ ]
1 \ / /// "'—_—__—_-'_’ Gl
B A / //’/// T\X =10g»
9 / 2 3 4 6 7 8 9 10X
L/ T
=1 // \.\_—§~
_2 / o A\
I £ (x)=log 1) X
I 2)
=3 I
-4
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Erganzungen
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Die Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion ergibt sich als Umkehrfunktion der Funktion

+
IDf =IR] ID;-1=1Ry
1) f(x)=x% mit R°+ S 7)) = +Jx mit i
IW; =IRg W, -1 =1Rg
o [ ’
LU I P
9 /
) [
) ’
7 / ‘
/7
6 7/
/
. [ ’,
ko) I /
/
h 4
2 / / e
3 / 7 —
5 [ - —
: //'/’
1 /,jé’
I V4 .
| 1 2 4 | 5 6 1 ) | 10
ID; = IRy ID. 41 =IRy
. f - - . f
2) f(x)=x% mit Lo f Yx)=—/x mit )
W =1Rg IW, -1 =1Rg
f(x) &
s
\ ’
4 7/
7
\ 5 ’
\ ’ d
\ " 7z
\N ’
7
= 4
\ / »
5 \a.\ 1 4 3
/ N
/| ~__
’ T~
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Punkt- und Achsensymmetrie bei Funktionen

Vorbemerkung:
Graphen von Funktionen kdnnen ...

- achsensymmetrisch zu einer Geraden g, die pamltey — Achse des Koordinaten-
systems verlauft, sein (oder aber zur y — Achdasselchsensymmetrisch sein)

- punktsymmetrisch zu einem Punkt im Koordinatensygsteein

- keinerlei Symmetrieverhalten besitzen (das isiRégel!)

Offensichtliches Symmetrieverhalten von Funktioaptyen liegt vor, wenn die Symmetrie-

achse bei Achsensymmetrie mit der y — Achse des Klé8tisch ist oder aber das Symmet-
riezentrum bei Punktsymmetrie mit dem Ursprung éiostimmit!

Kriterium fur offensichtliche Achsensymmetrie

ylk

Man erkennt:
Fir den Spiegelpunktskeines
Punktes P gilt:

P(x/ y) o PS(— x/ y), d.h.:

Ist eine Funktion f achsen-
symmetrisch zur y — Achse so
gibt es zu jedenP(x/ f(x)) O

Gt einen Spiegelpunkt

Ps(-x/ f(-x)) O G mit der

Eigenschaft

Beispiel 1:

f(x)=% x?> -2 ist wegen: f (- x)=711 {-x)? -2=f(- x)=% x? -2=f(x) achsensymmet-
risch zur y — Achse!

Beispiel 2:

4_ox? VA o N2 A o2
f()=X"20 st Wegen:f(—x)z( X' -20-x)° _x* -2k = 1(x)
1-x? 1- (- x)? 1- 42

risch zur y — Achse!

achsensymmet-
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Beispiel 3:
f(x)=x® -30x? —g
sensymmetrisch zur y — Achse!

ist wegen: f (- x)= (- x)® -30{- x)? —1—73=x6 -30x? _%3: f(x) ach-

Beispiel 4:
f(x)=x* -x+1 besitzt wegen:f(-x)=(-x)* (- x)+1=x* + x+1# f(x) kein offensichtli-

ches Symmetrieverhalten!

G(- ) Der blaue Graph in der
Skizze ist offensichtlich

yq I
] punktsymmetrisch zum
) Ursprung!

/ \ : Wir spiegeln den Teil des

\ | Graphen G der in den
" Quadranten | und IV ver-
T
]

Kriterium fur offensichtliche Punktsymmetrie

lauft durch Multiplikation
der Funktionswerte

f(x) mit (-2):

to)0 % - 1(x)

-
=
=
<V

an der x — Achse! Nun ist
G in den Quadranten Il

_ \
\ o
\
\\ und lll achsensymmet-

risch zuG(-¢) in den
Quadranten | und IV.

Damit gilt:
Ein FunktionsgraplG; ist genau dann punktsymmetrisch zum Ursprung, vegrinach ge-

eigneter Spiegelung) achsensymmetrischa(m) ist. Das heil3t:

G; ist genau dann punktsymmetrisch zum Ursprung, vgdtin f (- x) = - f(x)

Bemerkung:
Analog zur beschriebenen Vorgehensweise lasstsich der Bereich im Il und Il Quadranten an derAchse
spiegeln (unter Beibehaltung des Verlaufs im | bh@Quadranten). Dann ergilbt sich das aquivalerntiéeiium:

G; ist genau dann punktsymmetrisch zum Ursprung, vgdtin f(x)=—f (- x)
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Beispiel 5:
f(x) =g o3 -2 ist wegen:

(X =25 -2 x)=- 2 +20= @D@-zcxj:-f(x)

punktsymmetrisch zum Ursprung!

Beispiel 6:
f(x)=% x° -2k ist wegen:

(X=X -20- )=- 208 +20= (;&5—2&]=—f(x)

punktsymmetrisch zum Ursprung!

Beispiel 7:
f(x)=% O -2k +1 ist wegen:

f(—x)=%[(—x) - 2{- x )+1=—§D<3+ZD<+1——(%D<3—ZD<—1J¢—f(x)

natdrlich nicht punktsymmetrisch zum Ursprung!

Fur ganzrationale Funktionen gilt generell:

Treten nur geradzahlige Exponenten (0, 2, 4, 6,auf) so ist der Graph des Polynoms ach-
k k
sensymmetrisch zur y — Achse des Koordinatensystemg®* = ((— x)2) = (xz) = x2¥)1

Treten nur ungeradzahlige Exponenten (1, 3, 5, Y,auf, so ist der Graph des Polynoms

punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensysteffr- x)2%* =((— x)2)k {- x)
_ (Xz)k f- x) = -x2¥+1),

Wichtig: Konstanten sind ,Potenzen mit geradzahligem Expeméwegen:a=al=ax’
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Verkntpfungen von Funktionen mit offensichtlichem S ymmetrieverhalten

Behauptung 1:
Es seienh(x) und g(x) zur y — Achse achsensymmetrische Funktionen. Barthauch® ...

fl(x):% und f,(x)= h(x)g(x) zur y — Achse achsensymmetrische Funktionen.

Beweis:
Es gilt: h(x)=h(-x) und g(x) = g(- x)

Behauptung 2:

Es sei h(x) eine zum Ursprung punktsymmetrische ug(d) eine zur y — Achse achsensym-
metrische Funktion. Dann sind ...

fl(x):% und f,(x)= h(x)g(x) zum Ursprung punktsymmetrische Funktionen.

Beweis:
Es gilt: h(-x)=-h(x) und g(x)=g(- x)

=20 E ) = e = o) (0

Behauptung 3:
Es seienh(x) und g(x) zum Ursprung punktsymmetrische Funktionen. Dand si.

fl(x):&(% und f,(x)= h(x)g(x) zur y — Achse achsensymmetrische Funktionen.

Beweis:
Es gilt: h(-x)=-h(x) un

fy(- )= (X)=m(§5]] £ x) == x) ol )= - ] - o] = 120)

Zl
D_
/—\
><
v
I
«Q
—
X
=

Beispiele:

13 Zahler und Nenner durfen beiifnmer vertauscht werden ohne dass sich die Audsagieder Symmetrie verandert!
Beachten Sie jedoch immer die jeweilige Definitioesige der gebrochen rationalen Funktion!
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a) Die Funktion: f(x)=% k0 -9 +5x* -3x? + 7 ist achsensymmetrisch (nur ge-

radzahlige Exponenten)
b) Die Funktion: f(x)=x’ -9x® -3x* -3¢ + 7 ist weder achsensymmetrisch noch
punktsymmetrisch (geradzahlige und ungeradzahligmienten vorhanden)

X ist punktsymmetrisch zum Ursprung (,punktsymmetri-
X< +9

scher Z&ahler” : ,achsensymmetrischen Nenner*)

c) Die Funktion: f(x)=

_ X ist achsensymmetrisch (,punktsymmetrischer Zahler*
sin x
~punktsymmetrischen Nenner*)

d) Die Funktion: f(x)=

Nicht offensichtliche Symmetrien (nicht relevant):

Achsensymmetrie zu einer Parallelen zur y — Achse:

Es sei a eine Parallele zur y — Achse. Die Funkti¢x) ist dann achsensymmetrisch zu a,

wenn:
f(-x+a)= f(x+a)

Uberlegung:
Verschieben Sie die zur y — Achse achsensymmegrigcimktion h(x) um a und setzen Sie
f(x)=h(x - a)! Dann folgt mit:

h(-x)=h((-x+a)-a)
f

h(x)=h((x - ) +a)=

:f -X+a X
(c+a) } Eﬁhnﬁﬁﬁf -x+a)= f(x+a)

Punktsymmetrie zu einem beliebigen Punkt P(a / b)
Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Funktitf)(x) ist dann punktsymmetrisch zu P, wenn:

b- f(x+a)= f(—x+a)—b - f(—x+a)+ f(x+a)=2[b

Begrindung:
Betrachten Sie den Graphem @er zum Ursprung punktsymmetrischen Funktiti(n); Gt

entstehe durch die Verschiebung vonuén a in Richtung der x — Achse und um b in Rich-
tung der y - Achse: Es giltf(x)= h(x—a)+b!

h(—x):h((—x+a)—a)=h((—(x+al))—a)+b—b= f(—x+a)—b+b—b= f(—x+a)—b
—h(x)=—h((x+a)—a)=—h((>z+a))—a)+b—b=—f(x+a)+b+b—b=b— f(x+a)

alugugnt N f(-x+a)-b=b- f(x+a)
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Grundwissen Stochastik (10 Klasse)

Vierfeldertafel

Gegeben seien stochastische Merkmalstrager M mit den Auspragungen A und B. Die Merk-
malstrager lassen sich nach verschiedenen Kriterien sortieren. Man unterscheidet folgende
Falle:

A. Sortierung nach einzelnen Auspragungen (Rand ~/ Marginalauswahl)

l. Welche Merkmalstrager besitzen die Auspragung A / welche nicht?

.  Welche Merkmalstrager besitzen die Auspragung B / welche nicht?

B. Sortierung nach gemeinsamen Auspragungen (Vierfe  lderauswahl)

l. Merkmalstrager besitzen die Auspragung A und B.
kurz M - (A N B)

II.  Merkmalstrager besitzen die Auspragung A aber nicht die Auspragung B.
kurzz M — (A N E)

lll.  Merkmalstrager besitzen die Auspragung B aber nicht die Auspragung A.
kurzz M - (K N B)

IV. Merkmalstrager besitzen weder die Ausprdgung A noch die Auspréagung B.
kurzz M — (K N E)

Bemerkung:

Die Verteilungen der absoluten und der relativen Haufigkeiten sowie der Wahrscheinlichkei-
ten lassen sich in einer sog. Kontingenztabelle (speziell: Vierfeldertafel) zusammenfassen!

Beispiel einer Kontingenztabelle fir Wahrscheinlich keiten:

A A 2.
B P(A n B) P(A n B) P(B)
B PAnB) | P(AnB) P(B)
> P(A) P(A) 1
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Baumdiagramme zweistufiger Zufallsexperimente:

B PAnB)

> >
— P
w| W
N—

P(A n B)

A
e
A

///\\i?
| I
vy,

E P(A n B)

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

Fur die bedingte Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Ereignisses B unter der Hypo-
these, dass das Ereignis A bereits eingetreten ist, gilt nach der Vierfeldertafel:

PA(B) =P(ﬁ§%%) Formel von Bayes

Bemerkung 1:
Gilt: PA(B) = P(B) so nennt man die Ereignisse A und B stochastisch unabhéangig!

Bemerkung 2:
Als hilfreich erweist sich oft auch der folgende Zusammenhang (Stoff der Jgst. 8):

P(ADB)=P(A)+P(B)-P(An B)
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Grundwissen Geometrie (10. Klasse)

Bogenmali:
- siehe Kapitel der trigonometrischen Funktionen!

Wichtige Formeln zur Kreisberechnung:

- Kreisumfangslange U: U =2[r[n (r = Kreisradius)
- Kreisflacheninhalt A: A=r?m

- Kreisbogenlange!* B tber dem Mittelpunktswinkel ¢: A
By = Tilid ®
18C°
- Kreissektorflache A¢ zum Mittelpunktswinkel ¢:
_ ni?
M =36 ?

Wichtige Formeln zur Kugelberechnung:

- Oberflacheninhalt O: O=40%0 (r = Kugelradius)
4

- Kugelvolumen V: Vv =§Dr3 [t i

-

14 Die Kreishogenlange ermoglicht eine elegante Definitionsmdglichkeit fur das BogenmaR:

Tl
- T 5-180 P By
18C° r r

In dieser Definitionsvariante ist das Bogenmalf3 von vorneherein einheitenfrei (man muss beim Beschreiben
nicht so einen Eiertanz auffiihren!).
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Anhang
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Das Kugelvolumen:
Wir betrachten einmal einen Zylinder mit der Hohe r und dem Grundkreisradius r, aus dem ein Kegel

mit der Hohe r und dem Grundkreisradius r ausgeschnitten wurde, zum anderen eine Halbkugel mit
dem Kugelradius r (siehe Bild 2).

LT

Korper 1 Bild 2

Eine Ebene E schneide den Korper 1 und die Halbkugel in derselben Hohe rn (Seitenansicht mit Be-
mafdung siehe Bild 3).

A

r la
r //" B — Uk L E

Behauptung: I Bild 3

Die Schnittflachen (siehe Bild 4) sind Flachengleich!

> ©

Bild 4
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Beweis:

Zum Kreisring:

L= =r-n=r-r
r

= ARing =r? G- ri2 (= (r2 - riz)En

M _T
r

Man erkennt:
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Zum Kreis:

2 2_.2 2_.2

:>rk2=r Iy =r= -1

— 2 _[.2 2
Axreis = I DT—(r — i )DT

W2+ =r

Fur jeden - zur Grundflache parallelen - Schnitt erhalt man fir den Kérper 1 und die Halbkugel diesel-

be Schnittflache.

Mit dem Prinzip von Kavalieri gilt: Das Volumen der Halbkugel ist gleich dem Volumen von Kérper 1.

Bestimmung des Volumens:

Vi1 =Vzy ~Vi =17 DT[IhZ—%DTkZ Chlhy, =r2 Ot —Etjzmm

1 2

=23
3

Fur das Kugelvolumen erhalt man durch diese Uberlegungen die Formel:

vV, o md3m=2 3 m
Kugel 3 3

4
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Die Satzgruppe des Pythagoras

Vorbemerkung / Bezeichnungen

Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck in Standardbeschriftung. Es gelten
verbindlich die Bezeichnungen der
nebenstehenden Skizze.

Beachte:

Die am rechten Winkel anliegenden
Seiten hei3en Katheten; die dem rech-
ten Winkel gegeniberliegende Seite
hei’t Hypothenuse. Die Teilstrecken p
und q die durch die Teilung der Hypo-
thenuse durch die Hohe auf c entste-
hen heiRen Hypothenusenabschnitte!

Es gilt:
A ABC =A CAF =ABCF
[nach (www)]
Aus dem Strahlensatz folgt: Sich ent-

sprechende Verhéltnisse in den Drei-
ecken sind gleich!
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Kathete a
Kathete b

VO

A Hypothenuse ¢

Standardbeschriftung

>
(@]
-
w

Damit folgt (Zerlegung in Teildreiecke vereinfacht die Ubersicht):
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Herleitung der Satzgruppe

Durch eine geeignete Drehung lassen
sich entsprechende Stiicke der Drei-
ecke leichter erkennen! Mit den Stan-
dardbezeichnungen der Seiten folgen
die Verhaltnisgleichungen:

h £=2 . a?2=qr

a ¢
2] £=2 . p2-pre

b p

h_p 2 F 5
[3] —=— o h“=qlb

g h
Aus [1] und [2] folgt insbesondere: h q
a2+b2=qﬂt+pm:=(q+p)@:=c2 C

H_J
=C a
. : i} . B
Diese vier Satze sind fundamental
sowohl fur die Algebra und die Geo- F
metrie. lhre Entdeckung wird dem P
griechischen Mathematiker Pythago- h
ras zugeschrieben; man nennt sie
deshalb auch Satzgruppe des Pytha- A
goras! b
C

Im Detail:

—
=

j|-o -O|D-Q|QJ

- a’= gle heiRtKathetenst&z

LSS

- b?= plt heil3tKathetens&

W,

- h?= glp heiltH6hensatz

ol olo o

[4] a?+b?=c? heiRtSatzdesPythagoras
Wortlaut:

Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

[1] Das Quadrat tber der Kathete a ist flachengleich zu dem Rechteck, das aus der Hypothenuse ¢ und dem
an der Kathete anliegenden Hypothenusenabschnitt g gebildet werden kann!

[2] Das Quadrat tber der Kathete b ist flachengleich zu dem Rechteck, das aus der Hypothenuse ¢ und dem
an der Kathete anliegenden Hypothenusenabschnitt p gebildet werden kann!

[3] Das Quadrat Giber der Hohe h ist flachengleich zu dem Rechteck, das aus den Hypothenusenabschnitten
p und g gebildet werden kann!

[4] Die Summe der Flacheninhalte der Quadrate tiber den Katheten ist gleich dem Flacheninhalt des Quadra-
tes uber der Hypothenuse.
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