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Analytische Geometrie

§ 0. 1 Definitionen / Rechenregeln:

§ 0 Grundwissen

a) Die Menge aller richtungsgleichen Pfeile derselben Lange (desselben Betrages) heifdt Vektor (Bild
1). Ein einzelner Pfeil wird Reprasentant genannt. Der Reprasentant, dessen Anfangspunkt im Ur-
sprung des KKS liegt heilt Ursprungsreprasentant (auch: Ursprungsvektor).

b) Ein Vektor der Lange (vom Betrag) Eins heift Einheitsvektor.

Bild 2

v

Schreibweise:
Jeder Reprasentant besitzt einen An-
fangspunkt A(xa; ya) und einen End-
punkt E(xe; Ye). Ublicherweise verwen-
det man zur Beschreibung des Vektors
v die sog. Komponentendarstellung
seines Ursprungsreprasentanten v :

o = X0,e
0=
Yo,e

Rechenregeln fiir Vektoren:
Zwei Vektoren werden addiert (subtra-
hiert) indem man entsprechende Kompo-
nenten addiert (subtrahiert).

b =
Y1 Y2
(GG
yi) Y2 yiEy2
Die Vektoraddition (-subtraktion) ent-
spricht grafisch einer Parallelverschie-

bung des Anfangspunktes (Endpunktes)
des Reprasentanten a in den Endpunkt

(Endpunkt) des Reprasentanten b (Bild
2).

)



§ 0. 2. Folgerungen

—+

Bild 3

Rechenregeln fiir Vektoren:
Ein Vektor wird mit einer Zahl multipliziert
(sog. skalare Multiplikation), indem jede
Vektorkomponente mit der Zahl multipli-
Ziert wird:

- _ X1 A X1
b=A-a=A- =
yi) \A-yp
Die skalare Multiplikation entspricht gra-
fisch einer zentrischen Streckung mit

dem Zentrum Z(0;0) und dem Stre-
ckungsfaktor A (Bild 3).

Gegeben sei ein beliebiger Reprasentant von v mit dem Anfangspunkt A(Xa; ya) und dem Endpunkt E(xe;
Ye). Zu A lasst sich ein Ursprungreprasentant @ und zu E ein Ursprungreprasentant € zuordnen. Der
Ursprungsreprasentant von v bestimmt sich mit Hilfe von Bild 4 durch:

4

A

—

Definition:

X
a:( a
Ya

0

1

) =6

0=
-—e-

!
o

<l
ol

a -
| | V| | Ly o _(Xe)_(an_(xe_an
T~ T > Vo= =

Ye Ya Ye ~Ya

Bild 4

Yv Yw

Der Ursprungsreprasentant zu einem
beliebigen Reprasentanten ergibt sich
durch die Regel:

Endpunktskomponenten minus An-
fangspunktkomponenten

X X
Gegeben seien die Vektoren v = ( V] und w = ( W ] Das Skalarprodukt von v und W sei gegeben

= Xy )| { X
durch; v =
Yv,) \Yw

w

j:Xv Xy +Yy Ww-



Beispiele:
2\ (3 > [?
a) (3}[@:&12:18 b) | -2 |015|=10+(-10)+3=3
3) (1

Der Betrag (Lange) eines Reprasentanten v bestimmt sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras (Bild 5),
wobei wieder zunachst Vg zu bestimmen ist:

Xa—X
\70:( e aj
_ Ye ~Ya

|\70| = \/(Xe - Xa)2 + (Ye - Ya)2

Bild 5

Fur beliebige Ursprungsreprasentanten lasst sich der Betrag auch elegant mit Hilfe des Skalarproduktes
darstellen:

e
Yw

W] =/ + v =

Yw /) \(Yw
—_
Skalarprodkt

I

Ubungen:

Aufgabe 1:
Gegeben seien die Reprasentanten:

oy o3 ) L

a) Zeichnen Sie die Reprasentanten in ein Koordinatensystem und bestimmen Sie alle mdglichen Sum-
men und Differenzen dieser Reprasentanten.

b) Berechnen Sie alle Betrage der gegebenen Reprasentanten.

c) Berechnen Sie die Skalarprodukte, die von jeweils zwei verschiedenen der gegebenen Reprasen-
tanten gebildet werden konnen.



Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Komponenten-
- schreibweise der in Bild 6 dargestellten

/ Reprasentanten und bestimmen Sie ihre
Lange.

Bild 6

Aufgabe 3:

Bilden Sie — wenn moglich — das Skalarprodukt und berechnen Sie die Lange der folgenden Reprasen-
tanten.

1 4
4 2 ) 1
a=| 3| b=|-5) &=} d=|_}
-3 0
-5 1
1 2
Aufgabe 4:
Untersuchen Sie fir die folgenden Représentanten, ob das Assoziativgesetz auch flr das Skalarprodukt
gultig ist.
a - (b
()
ap b C2
Bemerkung:
Es ist zu zeigen: (a[b)c€ = a{o g)



§1. Vektorraume

§ 1.0 Voriiberlegung / Existenz:

Fiir Vektoren &, bundg gleicher Komponentenanzahl gelten die Rechenregeln:

() Kommutativgesetz a+b=b+a

() Assoziativgesetz (Addition) (a+b)+c=a+(p+c)
() Existenz der Null a+0=a

(IV)  Existenz des additiven Inversen a+tn=0=nh=4
(V) Skalare Multiplikation AE=(\@)

(Vl)  Distributivgesetz Aa+b)=AC@+A D
(VIl)  Assoziativgesetz (S-Multiplikation) Aifamb)= (A @)
(VIIl)  Existenz der S-Eins lla=a

Definition:

Gegeben sei eine nichtleere Menge V von Vektoren mit gleicher Komponentenanzahl n.

Gilt fur alle Vektoren &;,a,,a3,...0V und fir beliebige reelle Zahlen A1,A5,A3,...0OR:

M@y +Ap @y +Ag A3 +... = 8 OV, so heillt die Menge V abgeschlossen. Der Vektor &, ent-
steht durch eine sog. Linearkombination von &;,a,,a3,...0JV . Gelten in einer — in diesem Sinne ab-
geschlossenen — Vektormenge V alle Rechenregeln von (1) — (VIIl), so nennt man V Vektorraum.

ar ||aj,a,a3 0R

Beispiele:
a
1)V ::{ 1
ap
Beweisidee:
a
2) Vv :={ 1
ap
Beweisidee:
1
3) V=
as
Beweisidee:
H v ::{ 2
0
Beweisidee:
a
5) Vv ::{ 1
0
Beweisidee:

|ag,ap O R} ist einVektorraum!

Summen und Produkte von reeller Zahlen ergeben eine reelle Zahl!

|ag,ap, O N} ist kein Vektorraum!

Summen und Produkte von reeller Zahlen mit natlrlichen Zahlen ergeben nicht
zwangslaufig eine natlrliche Zahl!

ist ein Vektorraum!

Summen und Produkte von reeller Zahlen ergeben eine reelle Zahl!
'(aozj |ag,ap O R} ist einVektorraum!

Summen und Produkte von reeller Zahlen ergeben eine reelle Zahl!
|ay O R} ist einVektorraum!

Summen und Produkte von reeller Zahlen ergeben eine reelle Zahl!



§ 1.0.1 Einheitsvektoren

Ein Einheitsvektor ist ein Vektor der Lange Eins. Besonders sind die sog. kanonischen Einheitsvektoren,
die bis auf eine einzige Komponente — die mit der Eins besetzt ist — mur Nullen besitzen.

, ~ 1) . 0
Im R2 gilt: ey = 0 ey 1
1 0 0
Im R3 gilt: e =/0] e =[1| &=0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
Im R gilt: & =|0| & =|0 €y =|:
: : 0
0 0 1

Die skalare Multiplikation flihrt in Verbindung mit einem Ursprungsreprasentanten zu einer Ursprungsge-

raden. Fir die kanonischen Einheitsvektoren folgt:
A y-Achse

gl

1 _
A& =A [ﬁoj ist einevektoriele Darstellurg der x- Achse 1

al

o). . . .
Hiey =p EHJ ist einevektoriele Darstellumg dery - Achse &y

Die kanonischen Einheitsvektoren lassen sich ,Richtungsvektoren® der Koordinatenachsen eines recht-
winkeligen Koordinatensystems auffassen!

Jeder Punkt im Koordinatensystem kann aufgefasst werden als Endpunkt eines Ursprungsreprasentan-
ten. Offensichtlich kann jeder dieser Ursprungsreprasentanten mit den kanonischen Einheitsvektoren —
unter Verwendung der skalaren Multiplikation und der Vektoraddition — erzeugt werden:

o L

Die Vektormenge V := {éx €y ,...,ék} erzeugt in Verbindung mit der S-Multiplikation einen k-dimensio-

nalen Vektorraum. Ist die Anzahl k der verschiedenen kanonischen Einheitsvektoren kleiner als die An-
zahl n der Komponenten dieser Vektoren, so heildt V Erzeugendensystem des k-dimensionalen Unter-
raums des R". Ist k gleich m so heif3t V Basis des R".



§ 1.1 Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Definition:
Zwei Reprasentanten — kinftig einfachheitshalber Vektoren — heilen linear abhangig (auch kolinear),
wenn sie parallel zueinander liegen!

A A

Bild 6 Bild 7

Uberlegung:
Betrachtet man zwei parallele Reprasentanten (Bild 6), so erkennt man anhand ihrer Ursprungsreprasen-
tanten (Bild 7), dass es eine reelle Zahl (ungleich Null) gibt, so dass gilt:

o=y By - My By -3, =0 ()

A A

v
v

Bild 8 Bild 9

In der Situation von Bild 8 und Bild 9 gilt:
& =eyBy ~ e5@-8 =0 (")

Den allgemeinsten Fall (hier wird auch eine evtl. verschiedene Orientierung bertcksichtigt) erhalt man
durch Addition von (*) und (**):
=M\ =

My By -8y +&p By —87 =0 = (g ~1) B +(e2 -1) B =0

Zwei Vektoren & # (@, # O heiRen linear abhangig, wenn es reelle Zahlen A1 # 0, A, # O gibt, so
dass gilt:

—

)\1@14')\2 @2 =0

andernfalls heien die Vektoren linear unabhangig!
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Definition:
Drei paarweise nicht parallele Vektoren heiflen linear abhangig (auch komplanar), wenn sie in einer
Ebene liegen!

v
v

Bild 10 Bild 11

Uberlegung:
Betrachtet man drei paarweise nicht parallele Vektoren in einer Ebene (Bild 10 und Bild 11), so erkennt
man, dass sich reelle Zahlen finden lassen, so dass gilt:

)\1[5.1*'32 +)\3 [ﬁ3 :6
Durch eine zum kolinearen Fall analoge Vorgehensweise erhalt man die folgende Aussage:

Drei paarweise nicht parallele Vektoren & # Q a # Q az # 0 heilen linear abhangig, wenn es reelle
Zahlen A1 # 0, Ao # 0,A3 # O gibt, so dass gilt:
)\1@.1"‘)\2 @.2 +)\3 @3 =6

andernfalls heien die Vektoren linear unabhangig!

Folgerungen:

Zur Kolinearitat:
Die Menge aller kolinearen Vektorreprasentanten bildet einen Vektorraum zum sog. Basisvektor &;
und lasst sich durch die Gleichung a, = A [&; mit A O R beschreiben. Fur A = 0 liegt auch der
Ursprung des Koordinatensystems in der Punktmenge. Die Endpunkte von &, liegen also auf einer

Ursprungsgerade. Eine Gerade besitzt ist ein eindimensionales Objekt. Deswegen nennt man die Re-
prasentantenmenge V = {éz |ao =A@, A O R} auch eindimensionalen Punktraum.

Zur Komplanaritat:
Die Menge aller komplanaren Vektorreprasentanten az = A [, + W [& bildet einen linearen Vek-

torraum zu den Basisvektoren ‘g unda, . Fur A, p = 0 liegt auch der Ursprung des Koordinatensys-
tems in der Punktmenge. Die Endpunkte von &g liegen also in einer Ursprungsebene der Dimension
2. Deswegen nennt man die Reprasentantenmenge auch zweidimensionalen Punktraum.
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§ 1.2 Lineare Unabhangigkeit beliebiger Vektoren

Vorbemerkung:
Die Anzahl der Komponenten eines Vektors stimmt mit der Dimension des Vektorraumes Uberein, aus
dem er stammt.

Beispiele:
0,5 a
1 ! 1 )
- a
(LJDV::RZ 3 |0V :=R3 OvV:=R* a= :2 OV :=R"
-2 :
5 an
Definition:

Gegeben sei eine Vektormenge U O R" durch U := {él,éz,ég,...ém}. Die Vektoren aus U heillen
linear unabhangig, wenn die Gleichung

A @By +Ay By +AgAg+...+ Ay By, =0

nur dann gilt, wenn Ay =Ao = Az =...= A =0 ist!
Andernfalls heillen die Vektoren aus U linear abhangig.

Bemerkung 1:

Gegeben sei eine Vektormenge U von m (m < n) Vektoren des n-dimensionalen Vektorraums Rn. Die
maximale Anzahl k (k < m < n) der linear unabhangigen Vektoren aus U bilden ein sog. Erzeugenden-
system eines k-dimensionalen Untervektorraums des R".

Bemerkung 2:

Gegeben sei eine Vektormenge U von n Vektoren des n-dimensionalen Vektorraums Rn. Die maximale
Anzahl k der linear unabhangigen Vektoren aus U bilden ein sog. Erzeugendensystem eines k-dimensi-
onalen Untervektorraums des R (k < n). Ist k = n, dann bildet U ein Erzeugendensystem des gesamten
Rn. In diesem Fall nennt man U Basis des R".

Bemerkung 3:

Gegeben sei eine Vektormenge U von m (m > n) Vektoren des n-dimensionalen Vektorraums R". Dann
ist wenigstens ein Vektor aus U als Linearkombination der restlichen Vektoren darstellbar (d.h.: Die Vek-
toren aus U kdnnen nicht linear unabhangig sein!!!).
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§ 1.3 Lineare Gleichungssysteme

Einfache Gleichungssysteme sind bereits aus der Mittelstufe bekannt. Die allgemeinste Form eines line-
aren Gleichungssystems ist gegeben durch:

a1 D(ll +8.21 5(21 +a31 5(31 +... +an1 D(nl = bl
ajplXp  tapplXpy tagplkzy +. +tapp Xpp = by
a3lXgz  tapzlkpz +agzlkaz +... ++apglXpy = bj

Beispiele:
2x +y -2z = 1
2[x +3ly = 1
a) . b) X -y -z = -1
Y S x -3y +20z = 0

Geometrisch bedeutete das Losen eines Gleichungssystems das Auffinden eines Schnittpunk-
tes von Geraden. War das System nicht I6sbar, so existierte kein Schnittpunkt!

Auch zur Uberpriifung der linearen Unabhangigkeit von Vektoren I3sst sich das Losen von linearen Glei-
chungssystemen verwenden!

Beispiel 1:
1Y(3)(25

Sind die Vektoren der Vektormenge M :=<| 0 [;| 1 ;| 0,5 |¢ linear unabhéngig?
1) 2)( 2

Aus der Definition der linearen Unabhangigkeit folgt nach einigen Umformungen:

1 3 25) (0 1 3 25
)\1 0 +)\2|:]1 +)\3 05|=|0| < )\1 0 +)\2 1 :—)\3 05|
1 2 2 ) o 1 2 2
1 3) (-25 1 3) (-25) (W) (3,) (-25
;‘—10+;—2 1/=|-05|< p 00|+u,Q1|=|-05|<| 0 [+| p, |=|-05
2201 Z8(2) | -2 1 2) | -2 ) \2my) | -2
M1 M2
My+30Up ) (-25
O+ po |=|-05
H1+20up -2

Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in zusammengehorenden Komponenten tber-
einstimmen!
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Damit ergibt sich das Gleichungssystem:

Hi+30U) (—25) pp+30i=-25
0+ Ko =|-05|= 0+ Ko =-05
M1 +201; —2 ) Wp*20ip=-2
Beispiel 2:
2 2 1
Ist der Vektor a=| 1 | linear abhangig von den Vektoren b=|1|unde=|1|?
0 1 2

Auch hier folgt mit Hilfe der Definition der Unabhangigkeit:

2 1 2 ZD\]_"' )\2 =2
)\1 1 +)\2 1(=|11|=> )\1 + )\2 =1
1 2] o) A +2D0,=0

§ 1.4 Verfahren zur Berechnung der Losung von linearen Gleichungssystemen
§ 1.4.1 Einsetzungsverfahren

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem mit n Variablen. Man I6st eine glnstige Gleichung nach einer
Variablen auf und setzt diese Teillosung in alle anderen Gleichungen ein. Dadurch reduziert sich das
urspringliche Gleichungssystem auf ein neues System mit n-1 Variablen. Nach diesem Schema verfahrt
man solange mit den entstehenden Gleichungssystemen, bis man eine Variable konkret bestimmen kann.
Durch sukzessives Einsetzen in die jeweiligen Teilsysteme des vorhergehenden Schrittes aller Teillosun-
gen fur die Variablen I&sst sich so die Gesamtiésung bestimmen (falls es tberhaupt eine Losung gibt!)!

Beispiel:

X +2y -z = 4

x -y 422 = slom. 2 Y T 4y

) y o x=z2 3z -y = 5 yzgzgs*

7x-10=4 e z=2=y=10x=2
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§ 1.4.2 Additionsverfahren

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem mit n Variablen und k Zeilen. Man wahlt eine Variable aus
und bildet das kleinste gemeinsame Vielfache der Beiwerte der Variablen. Danach erweitert man die
Gleichungen des Systems so, dass der Beiwert der ausgewahlten Variablen das berechnete kgV ist!
Danach subtrahiert man eine Gleichung von allen anderen Gleichungen und erhélt ein Gleichungssystem,
das in k-1 Zeilen aus n-1 Variablen besteht. Dieses Schema wende man so lange an bis der Wert einer
Variablen berechnet ist. Durch sukzessives Einsetzen in die jeweiligen Teilsysteme des vorigen Schrittes
aller Teilldsungen fir die Variablen lasst sich so die Gesamtldsung bestimmen (falls eine Lésung exis-
tiert!)!

Beispiel:

2x +2y -z = 4 2x +2y -z = 4

X -y +2Z = 5} -2k +2ly -4 = -10; -

X -z =0 -2[X +2z = O

2x +2y -z = 4 10x +10y -5z = 20
+4y -5Z = -6; > +4y -5 = -6; >
2Ly +z = 4 10y +50& = 20

10k +20Ly = 40 X +2Ly = 4 X=2
+140y = 14; - -2Ly = -2, ->y=1
10y +50Z = 20 2y +z = 4 z2=2

Bemerkung: Da in diesem Verfahren einzelne Variablen eliminiert werden nennt man es auch nach sei-
nem Entdecker GauB'sches Eliminationssverfahren. Ein besonders elegante Anwendung dieses Verfah-
rens bildet die sog. Matrizenrechnung, bei der die Variablen zwecks Ubersichtlichkeit bei der Rechnung
weggelassen werden!
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§ 2 Streckenteilungen

§ 2.0 Vorbemerkung:

Gegeben sei eine Strecke AB sowie ein Punkt PO ]A, B[. Das Teilverhaltnis T der Strecke AB durch
P besteht aus dem Quotienten der Teilstrecken AP und PB. Das heift:

Die Konstruktion einer Streckenteilung bei gegebenem t erfolgt mit Hilfe einer zentrischen Streckung:

Beispiel 1:
Geg.: [AB];

CTai i Altnis AT/_=6/"
Ges.: Teilung von a im Verhéltnis %B A,
Lsng.:

1. Schritt:  Trage in A eine Hilfsgerade g an.

2. Schritt:  Trage von A aus (6 + 4) = 10 beliebige aber gleich lange Strecken an. Es gilt: Der An-
fangspunkt einer Strecke ist zugleich der Endpunkt der Vorgangerstrecke.

3. Schritt:  Verbinde die letzte Markierung E auf g mit dem Punkt B.

4. Schritt:  Die Parallele der zu [AT] gehdrenden Markierung auf g zu EB teilt [AB] im geg. Verhaltnis.

L 1 |E
L D O e

Bemerkung:

T ist das Zentrum einer zentrischen Streckung, die A auf B abbildet. Der Streckungsfaktor besitzt dabei
den Wert —% ==, weil sich das Zentrum zwischen A und B befindet! T heilt deshalb auch innerer

Teilpunkt. Zusatzlich gibt es jedoch auch auRerhalb der Strecke einen Punkt Q, der [AB] im vorgegebenen
Verhaltnis teilt! Q ist auch hier das Zentrum einer zentrischen Streckung, die A auf B abbildet. Der Stre-

ckungsfaktor besitzt dabei den Wert +% , Weil sich das Zentrum nicht zwischen A und B befindet! Q
heilt deshalb auch aulerer Teilpunk.

Beispiel 2:
Geg.: [AB]; o

. i i i i 3 i AT_: t = 3 = "
Ges.: T und Q bei einer Teilung von [AB] im Verhaltnis %B ‘A‘ ‘/2‘ T
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Lsng.:

1. Schritt:  Trage in A eine Hilfsgerade g und in B eine Hilfsgerade h an. Es gelte: g || h.

2. Schritt:  Trage von A aus die Strecke t (in einer Richtung von g) an; wir erhalten den Hilfspunkt
A

Trage von B aus die Strecke s (in beide Richtungen von h) an; wir erhalten die Hilfspunkte B’

(gleiche Richtung wie [AA]) und B™" (entgegengesetzte Richtung wie [AA]).

3. Schritt:  Die Verbindung von A'B" schneidet AB im aufReren Teilpunkt Q.

4. Schritt:  Die Verbindung von A'B™" schneidet AB im inneren Teilpunkt T.

<0

Definition: Q

Ein Punkt T teilt [AB] im Verhaltnis T, wenn ATT =1 EI?B gilt. T ist innerer Teilpunkt, wenn 1> 0; T ist
aulerer Teilpunkt, wenn T < 0.

§ 2.1 Streckenteilungen in der analytischen Geometrie

§ 2.1.1 Der Mittelpunkt einer Strecke

Gegeben seien die Endpunkte A und B einer Strecke AB mit den Ursprungsreprasentanten a und b.
ObdA sei B der Endpunkt von AB . Der zu AB gehdrende Ursprungsreprasentant berechnet sich dann

durch b — a. Der Ursprungsreprasentant m des Streckenmittelpunkts M ist dann gegeben durch (siehe
Bild 12):

4 >\1/i[(6-a)
A
(1) m=a+Idp-a)=2cfa+b) -

v

Bild 12
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§ 2.1.2 Ein beliebiger Teilpunkt T einer Strecke

Gegeben seien die Endpunkte A und B einer Strecke AB mit den Ursprungsreprasentanten & und b
sowie ein weiterer Punkt T D]A, B[ . ObdA sei B der Endpunkt von AB . Der zu AB gehorende Ur-
sprungsreprasentant berechnet sich dann durch b - a.Derzu AT gehdrende Ursprungsreprasentant

berechnet sich dann durch T — &. Derzu TB gehadrende Ursprungsreprasentant berechnet sich dann
durch b - t:

Es gilt allgemein: B
AB = AT +TB
b-a=(i-a)+(-1) T Y
sowie:
AT =ATB _
(f—é):)\[ﬂf)—f) A 7\ Bild 13

Ist A, B und T gegeben, so lasst sich der Streckungsfaktor A berechnen durch:

(f—a)ﬂ[ﬁﬁ—f):‘“{gg

Der Ursprungsreprasentant t berechnet sich bei gegebenen A -1 durch:

=

at+a

(i-a)=Adp-T) - T-a=Ab-AF - T+Ad=a+rboi= -

Bemerkung:

Ist A > 0, so ist T der innere Teilpunkt Ti von AB. Ist A <0, so ist T der duRere Teilpunkt T2 von AB.

Liegen zwei Teilpunkte T; und Ta so, dass % = T=a gilt, dann sagt man die Strecke AB wird durch
i a
die Punkte Ti und Ta harmonisch geteilt.

§ 2.2 Der Schwerpunkt eines Dreiecks

Der Schwerpunkt S eines Dreiecks ist durch den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden gegeben. Dabei

gilt: Der Schwerpunkt S teilt jede Seitenhalbierende im Verhaltnis 2:1 (siehe Bild 14). Es gilt:
BS=2[5M,
AS=2[5M,
CS=2[5M,

Bild 14
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Unter Verwendung des Teilungsverhaltnis-
ses findet man fir den Ortsvektor S des
Schwerpunktes (siehe Bild 15): 4

v

Bild 15

Aufgaben:

1. Gesucht ist der Mittelpunkt M der Strecke AB mit A (7; 2) und B (4; -3). Bestimmen Sie die Kom-
ponentenschreibweise der Ursprungsreprasentanten von AB undAM .

_ 7 .
2. Von der Strecke AB kennt man é:( j und M (3; 1). Gesucht sind B und b.

3.  Gegeben ist die Strecke AB durch A(-5;-2) und B (7;1) sowie die Punkte T (5; 0,5) und Ta (-17;-
5). Bestimmen Sie die Teilverhaltnisse!

4.  Aufder Strecke AB mit A(1; 3) und B (4; 12) liegt der Punkt T; (2& Welche Komponenten besitzt
der Ursprungsreprasentant des aulleren Teilpunktes Ta, wenn AB durch T; und Ta harmonisch
geteilt werden soll?

5.  Die Punkte A (1;-2), B (5; 1) und C (3; 6) bilden ein Dreieck ABC. Bestimmen sie den Schwerpunkt
des Dreiecks.

6.  Die Punkte A (1;-2), B (5; 1) und C (3; 4) bilden ein Dreieck ABC. Bestimmen sie den Schwerpunkt
des Dreiecks. Wo muss ein weiterer Punkt P liegen, dass aus dem Dreieck ein Parallelogramm
wird (drei L6sungen!)?

7. Ein Tetraeder ist durch seine Ecken A (é), B (B) C (6) und D (a) gegeben. Sein Schwerpunkt

sei S.
a) Beweisen Sie: Die Schwerlinien teilen einander im Verhaltnis 3:1.
b) Beweisen Sie: Der Ursprungsreprasentant S des Schwerpunktes S genlgt der Gleichung:

éz%[ﬂé+6+é+a)
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§ 3 Geraden

§ 3.0 Vorbemerkung A

Eine Gerade g ist eindeutig bestimmt durch zwei auf ihr liegenden Punkte! Die analytische Darstellung
einer Geradengleichung lautet:

y=mix +t

wobei m flir die Steigung (Richtung) der Ge-
raden und t fir den y-Achsenabschnitt steht.

X7

§ 3.1 Parameterform der Geradengleichung

v

In rechtwinkligen Koordinatensystemen ist
die Lage einer Geraden bezlglich des Ur-
sprungs festgelegt durch einen Punkt S mit
dem zugehdrigen Ursprungsreprasentanten
$ und einem Richtungsvektor 7. 9

-l

Fur die Ursprungsreprasentanten X aller Ge- S
radenpunkte gilt dann die Vektorgleichung
(AOR):

v

Bemerkung:

Im Gegensatz zur Analysis ist die vektorielle
Darstellung einer Geraden nicht eindeutig.
Es gibt unendlich viele verschiedene Mog-
lichkeiten eine Gerade mit Vektoren darzu-
stellen!

v

§ 3.2 Lagebeziehungen zwischen Geraden

Vorbemerkung:
Ein Punkt P liegt auf einer Geraden g, wenn das Einsetzen seiner Koordinaten in die Geradengleichung
zu einer wahren Aussage flhrt.

Beispiel:
Gegeben sei die Gerade g: y = 3x + 7 sowie die Punkte P (-2; 1) und Q (1; 7). P liegt offensichtlich auf
g, denn 1 = 3((-2) + 7 wahrend Q kein Element von g ist.
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§ 3.2.1 Identische Geraden

In der Vektorgeometrie ist es meist nicht offensichtlich, wann zwei Geradengleichungen denselben Gra-
phen reprasentieren. Ist dies der Fall, so missen

a) die Richtungsvektoren der beiden Geraden (bis auf einen konstanten Faktor) iibereinstimmen und
b) die Geraden wenigstens einen gemeinsamen Punkt aufweisen (denn dann stimmen sie in allen Punk-
ten Uberein).

Beispiel 1:
1 2
01 X = 3 [+A0-1

-1 -1 2

-5
4 . mit pi % [= (), 0-1] folgt : )\=(—%)Hu
_ 2 -1
92:X=| 4 |+u %, Z
o) %
d.h.: die Richtungsvektoren stimmen (bis auf eine Konstante) tiberein!

Zur Uberpriifung der Idenzitét geniigt es nachzuweisen, dass der zum Ursprungsreprasentanten des
Stltzvektors einer Geraden gehorende Punkt auch auf der anderen Geraden liegt:

1 2 -1 1+2A=-1 A=-1
3 |+Al-1|=| 4| 3-A =4=A=-1
-1 -1 0 -1-A=0 A=-1

In allen Einzelgleichungen erhalt man fir A denselben Wert, d.h. die Graphen der Geraden sind identisch!

Beispiel 2:

it
ot

Mit A =1 folgt: S (1;3) liegt auf g1, d.h. die Graphen der Geraden sind identisch!

mit A = 2[u = Gleichheit der Richtungsvektoren!
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§ 3.2.2 Parallele Geraden

Zwei Geraden sind genau dann parallel, wenn

a) die Richtungsvektoren der beiden Geraden (bis auf einen konstanten Faktor) ibereinstimmen und
b) die Geraden keinen gemeinsamen Punkt aufweisen.

Beispiel:
1 2
gl:)z: 3 |+A0-1
-1 -1 d 2
I _5 mit % :(-1)@&% -1 folgt:)\:(—%)ﬂl
) 5 -1
g2:X=| 3 [+ul%, i
0 %

d.h.: die Richtungsvektoren stimmen (bis auf eine Konstante) tiberein!

Zur Uberpriifung der Idenzitét geniigt es nachzuweisen, dass der zum Ursprungsreprasentanten des
Stlitzvektors einer Geraden gehdrende Punkt auch auf der anderen Geraden liegt:

1 2) (-2) 1+2;=-2 A=-9
3 [+A-1]|=| 3 |~ 3-A =3 = A=0
-1 -1) (0) -1-A=0 A=-1

In den Einzelgleichungen erhalt man flr A verschiedene Werte, d.h. der Punkt S (-2; 3; 0) liegt nicht auf
der Geraden g1. Damit erhalt man die Parallelitdt von g1 und g.
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§ 3.2.3 Geraden mit unterschiedlichen Richtungsvektoren

Bei Geraden mit unterschiedlichen Richtungsvektoren ist der Schnittpunkt zu finden. Dazu werden die
Geradengleichungen analog zur Analysis gleichgesetzt und das resultierende Gleichungssystem gelost.
Dadurch werden die Werte der Parameter fur den Schnittpunkt bestimmt. Durch Einsetzen in die entspre-

chende Geradengleichung erhalt man zunachst den Ursprungsreprasentanten dieses Schnittpunktes und
damit seine Koordinaten.

gz:x:@ﬂltﬁﬂ (—ZJ [@ (J [ﬁlj E@ [ﬁlj @

3M+u=1 3M+u= 1 9+4M= 1
A-p =3 A =3+p A =3+p A=

wx ()oY 4 o 2=[2)- _‘fo‘J w44

Beispiel 2:
1 2
g1: X _31 +A _ﬂ 1 ) 1 )
0B _| 3 |«+aD-1|=| 1 |+pOD1
_ 2 -1 -1 -2 0
g2:X= +H 1
it
2
S AQ-1(-pd1 {
0
25}\—2@1 0 20A-20u=0 2 -20u=0 wahreAussage
= -A-4 =-2= VI =1 M = 1
-A =-1 A =1 A = 1
1 2 3 1 2 3
X=| 3 |+[-1|=| 2 | ausg; undX =| 1 |+|1|=| 2 | ausg, = 432-2))

-1 -1 -2 -2 0 -2
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Beispiel 3:
1 2
= 3 |+Al-1
o o 1 2) (1) (2
. , OD%T .| 3 [+A0-1|=|1|+pO1
_ -1 -1) |0 0
gp:X=|1|+ul1
0 0
2 2 0
SAQ-1|-pl1|=|-2
-1 0 1
2A-2u=0 20A-20u=0 -4=0 falscheAussage
= -A-4 =-2= I =3 5 u= 3

In diesem Fall schneiden sich die Geraden nicht!

Definition / Bemerkung:
Im zweidimensionalen schneiden sich nicht parallele Geraden immer! Im drei- oder mehrdimensionalen
Raumen gilt diese Aussage nicht! Nichtparallele Geraden, die sich nicht schneiden nennt man windschief!

§ 3.2.4 Koordinatengleichungen von Geraden im R2

Die vektorielle Darstellung einer Geraden des R? I&sst sich in die analytische Form einer impliziten Gera-
dendarstellung aly + bix + ¢ = 0 umrechnen; die dabei entstehende Gleichungsform nennt man auch
Normalenform der Geradengleichung (die Bezeichnung riihrt daher, dass zum Aufstellen der zum Rich-
tungsvektor senkrecht oder ,normal“ verlaufende Vektor verwendet wird!) . Dazu muss der Parameter A
eliminiert werden!

Herleitung:
g:X:Z(XJZ(XSJJ’A[EXUD%"]%XS”D“: ot oa=YYs
y Ys Yr YstA, =y Yr
Dﬂqﬁtﬁn_»x:xs+y_ys 5 =y =x0yp +xs Yy —ys B =0
r a b c

; X — X
Dﬁ“ﬂ“ﬁ"_,yzys+ Sy, = yX; —x O, +Xs Yy —ys X, =0

xr HL ——
a b

c
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Bespiel 1:

= X 1 3
=032 )
0% | sy+x-7=0 OEREL y:—%D(+£
Beispiel 2:

- X 0 2
o =)y
y -1 5
DR & ory-smx+2=0 OERELL y:gD(—l
Bemerkung:

Implizite Normalenformen einer Geraden stimmen bis auf einen konstanten Faktor miteinander tberein.
Explizite Normalenformen einer Geraden sind identisch!

Problem:
Lasse sich auch Geraden des R? in eine ,Normalenform“ umrechnen?

Lésungsversuch:
Xg Xy Xg+tUX, = X
S - z-z
9:X=|ys|+udy, DBy +uy, = yotmp=""*
zZg z, zg+ulZ, = 2 '
Folgerung:

Die Umrechnung ist nicht méglich, da es nicht gelingt einen Zusammenhang zwischen allen Variablen herzustellen!



§ 4 Ebenen

§ 4.0 Vorbemerkungen
Die folgenden Aussagen sind aquivalent (selber tberlegen!). Eine Ebene wird festgelegt durch

a) drei- nicht auf einer Geraden liegenden — Punkte (Bild 16).
b) zwei - sich schneidende — Geraden (Bild 17).

c) zweiecht parallele Geraden ( ).
z-Achse
A
e A
C Sesssnsainsinssineneed
x-Achse
Ahse >< B Bild 16
z-Achse
A
01
x-Achse
. ella

Bild 17
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§ 4.1 Parameterform der Ebenengleichung

In rechtwinkligen Koordinatensystemen ist die Lage einer Ebene eindeutig durch einen in ihr enthaltenen
Punkt und zwei verschiedene Richtungen festgelegt. Durch die Angabe dreier Punkte S, P und Q lasst
sich —analog zur Vorgehensweise bei Geraden — eine Parameterdarstellung einer Ebene gewinnen. Dazu
wahlt man einen Stlitzpunkt S mit dem zugeordneten Stiitzpunktsreprasentanten S und berechnet mit
Hilfe der Vektordifferenzen p—S und §—S die benétigten Richtungsvektoren. Durch die Addition der
so gebildeten Reprasentanten erhalt man — bei Einflihrung geeigneter Parameter fiir die Richtungsvekto-
ren — eine (wiederum nicht eindeutige) vektorielle Darstellung der Menge aller Ebenenpunkte:

E:X=8+AH+ul, bzw.: E:X=3+A{p-3)+ulfg-3)
Beispiel:

Gegeben seien die Punkte S (1; 2; -3), P (2; -1; 0) und Q (-1; 2; 1). Bestimmen Sie eine Ebenengleichung
in Parameterform.

1 1 -2
E:X=| 2 [+A[J-3|+pd O
-3 3 4
2 -1 -3
oder: E: X =|-1|+A0 3 |+p0 3
0 -3 1

§ 4.1.1 Lagebeziehungen zwischen Ebenen und Geraden

Geraden konnen parallel zu einer Ebene E verlaufen, d.h.: sie sind in einer Ebene F enthalten, die zu E
parallel liegt, oder aber komplett in einer Ebene enthalten sein, bzw. eine Ebene in einem Punkt schnei-
den! Aufgrund der unendlich vielen verschiedenen Moglichkeiten, wie eine Ebenengleichung aufgestellt
werden kann, sind diese Falle in der Regel nicht mit Hilfe der Richtungsvektoren der Geraden und der
Ebene zu unterscheiden. Hier muss meist ein lineares Gleichungssystem gelost werden. Existiert ein
Schnittpunkt zwischen einer Ebene E und einer Geraden g, so nennt man diesen Punkt auch DurchstoR-
punkt von g auf E.

Beispiel 1:
1 1 -2 0 2
Geg: E:X=| 2 [+A0I-3|+pu 0 || g:X=| 1 |+3(1
-3 3 4 -1 1
1 1 -2 0 2 1 -2 2 -1

Eng:| 2 [+AQI=-3|+ul O
-3 3 4 -1 1 3 4 1 2



1
|
[EEN

1 -2 2\ (-1 () A-2@-
AD-3|+pl 0 |-301|=|-1|< ) ~3\-3
3 4 1) [ 2) @) 3+4m+d
200 = loued 28 525
am =1 14 14
0 2) (%
=D:X=|1 +_4 = N4 :>D(/ 94 _%4)
-1 1 /4

I
I\) I
[EEN

o _s=1-30 =

Beispiel 2:
1 1 -2 0 -2
Geg: E:X=| 2 [+AQ-=-3|+pu 0 [ g:X
-3 3 4 4 -6
1 1 -2 1 -2

1
|
=
+
(o4}
»

-2

Eng:| 2 [+A —3+u 0 -1(+0ll 6 | = A-3|+pldl O |-00 6

-3 -6 3 4

1 -2 (|) A-2u+2@ = -1
AD-3|+pd 0 |- =[-3| = () -3 -6 = -3
3 4 () 3A+4M+60 = 7

. “2OMFL A =1- 5 =beliebig

o a=z1-2B=
4@

Die Gerade g ist komplett in E enthalten!

Beispiel 3:
1 1 -2 0
Geg: E:X=| 2 |[+AQ=-3|+puQ 0 || g:X=|0|+30 6 |=d 6
-3 3 4 0
1 1 -2 -2
Eng:| 2 |+ 0h=3|+pd 0 |=80 6 |« Alh-3|+um 0 |-30 6

-3 3 4 -6 3 4 -6

=
|

N
|

N

-6

-2
3

27

-1
-3



28

1 -2 —2) (-1} () A-2m+2 = -1
AD-3 +u[§0 -850 6 |=[-2|< () -3m-6B = -2
3 4 -6) | 3] (@) 3n+4m+emd = 3
5 p=>pu=t
Dﬁﬂ?-»)\:%—Z[B:_Zm - 300800 keineLosung!

AL = 1

Im vorliegenden Fall verlauft die Gerade g in einer Parallelebene F zu E!

§ 4.1.2 Lagebeziehungen zwischen Ebenen und Ebenen

Die Menge aller mdglichen Schnittpunkte zweier Ebenen E und F bilden eine Schnittgerade g. Dabei sind
die Sonderfalle, dass die Ebene F zur Ebene E parallel liegt (d.h. es existiert keine Schnittgerade), und
dass die Ebene F mit der Ebene E identisch ist, zu beriicksichtigen! Entsprechend der bisherigen Metho-
den kdénnen diese Aufgaben wieder durch das Losen linearer Gleichungssyteme bearbeitet werden.

Beispiel 1:
1 1 -1 1 0 -1
E:X =1+ 0 2 |[+pl 1 F:>2=—1+c -1|+50-1
0 -1 1 1
1 1 -1
OB _[1]+A0 2 =\ -1|+cO-1|+80-1] -
0 -1 1
1 -1 A-p+d = 0
A2 |+pull 1 |-ci-1|-o60- { = 2A+u+g+d = -2
-1 2 -A+2[L-¢-&6 = 1
A = u-90 A = u-90 A = —-4-3[¢
3u+¢-6 = -2 = 4[-9d -5 = 0 = 5+4 =
H=C = 1 H = 1+¢ p o= 1+¢

1) (4 -3) (-1} (-1 ~4) (-4
g:X=[1|-] 8 |[+¢-6|+| 1 [+¢Q 1|« (g:X=|-6|+cl-5
0



Beispiel 2:

1 1 -1 1 -1 1
E:X=|1[+A0 2 [+pu0 1 F:X=|1|+cl-2|+30-1
0 -1 2 2 1 -2
1 -1 1 -1 1
DE@:_» FAD 2 [+pd 1 |=[1|+ch-2|+80-1] =
-1 2 2 1 -2
-1 -1 1) (0 A-u+g-8 = 0
AD 2 (+p0 1 |-¢-2|-01-1|={0| = 2A+p+2+d = O
-1 2 1 - 2 “A+2U-¢+20 = 2
A = u-¢+9d A = Uu-¢+o
3u+36 = 0 = Hu = -0 = keineSchnittgeade
u+d = 2 pH = 2-9
Die Ebene F liegt parallel zur Ebene E!
Beispiel 3:
1 1 -1 0 -1 1
E:X =1+ 0 2 |[+pl 1 F:X=|2|+cl-2|+80-1
0 -1 2 2 1 -2
1 -1 0 -1 1
D%”rfﬁ FAD 2 |+p 1 |=|2|+ch-2|+80-1] =
-1 2 1 -2
-1 -1 1) (-1 A-u+g-8 = -1
A2 [+ud 1 |-cO-2 —6[]—1J: 1|e 2D +p+2E+d = 1
-1 2 1 - 2 “A+2[U-c+2D = 2
A = —-1+u-¢+d A = —1+p-¢+d A = —-C
3u+3 = 3 = MU = 1-% =>4 = 1-9
H+9d = 1 V= 1-5 p = 1-96
1 1 -1 -1 0 -1 1
=SE:X=[1|-¢0 2 |+| 1 |-8 1 |=|2|+¢]-2|+d-1|=X:F
0 -1 2 2 2 1 -2

d.h.: die beiden Ebenen E und F sind identisch!

29
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§ 5. Ebenen in Normalenform
§ 5.0 Vorbemerkung

Eine Ebene E in Parameterform (siehe § 4. Ebenen) wird festgelegt durch einen Stltzvektor und zwei
Richtungsvektoren. Diese Form besitzt den Nachteil, dass es fur ein und dieselbe Ebene unendlich viele
Darstellungsmdglichkeiten gibt. Es lasst sich jedoch zu jede dieser Darstellungen die Ursprungsgerade g
finden, welche die Ebene in einem Winkel von 90° durchstoRt (siehe Bild 18). Diese Gerade g lasst sich
durch Ursprungsreprasentanten bilden, die — bis auf eine multiplikative Konstante — (ibereinstimmen!

z-Achse
4

x-Achse

»

-Ach
yraense Bild 18

Diesen Ursprungsreprasentanten nennt man, weil er senkrecht bzw. normal zur Ebene E liegt auch Nor-
malenvektor der Ebene E. Mit seiner Hilfe ist es moglich die sog. Normalenform der Ebenengleichung zu
bilden.

Zur Bestimmung eines Normalenvektors bendtigt man den folgenden Satz:

Beh.: Das Skalarprodukt zweier aufeinander senkrecht stehender Reprasentanten besitzt den Wert
Null.

Bew.:
anboHIE" . ab=0
OPYERERTS. P 4[5 =l =92
0 PREPESL. Jar bl =[q + 20a +[5° =[4% +[5° - 20aH=0 - ab=0
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§ 5.1 Der Normalenvektor N einer Ebene E

Gegeben sei eine Ebene in Parameterform. Der Normalenvektor i steht auf jedem Richtungsvektor der
Ebene senkrecht; er erfullt also fur die Richtungsvektoren G und v die Gleichungen:

up Vi ny
uli=0 und VOAi=0 mitu:={uy |, Vi=|Vy | und ni=|ny
us V3 n3
Up| (M
=|up [0Iny |[=ugthy +up hy +uzthy3 =0 und
Uz ) \N3
Vi| [ Mm
Vo [Ny [=vq [y +Vo [y +Vv3 g3 =0
V3 ) \N3
Bemerkung:

Der Normalenvektor lasst sich auch durch das Vektorprodukt berechnen! Es ergibt sich in allgemeiner
Form:

Ny up) (Vi1 up Wz —ugz vy
n= n2 = U2 X V2 = U3 B/l—ul @3
n3 uz) (Vv3 up o —up g

§ 5.2. Die Normalenform der Ebenengleichung

Voriiberlegung:

Angenommen A(a1/ a2 / as) ist Aufpunkt! einer Ebene E und X (x1 / x2 / x3) ist ein weiterer Punkt der in
der Ebene liegt. Betrachte die zu A und X gehdrenden Ursprungsreprasentanten:

a1 X1
a=|ay | X:=|xy | mit:A,XOE
ag X3

Offensichtlich liegt die Strecke (und damit der Reprasentant), die von A nach X fiihrt in der Ebene, d.h.2:
()? - é) O E. Das Skalarprodukt aus Normalenvektor der Ebene E und der Vektordifferenz ()? - é) lie-
fert immer den Wert 0:

fio (X -a)=0

1t Der Punkt A kann aufgrund der mehrdeutigen Form der Parameterform ein beliebiger Punkt der Ebene sein!
2 Verbindungsvektor zwischen zwei Punkten ist gegeben durch: Endpunktsreprésentant - Anfangspunktreprésentant!
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Die Gleichung no (X - é) = 0 heilt Normalenform der Ebene E in vektorieller Darstellung. Sie ist bis auf
Vielfache und der Vorzeichenwahl eindeutig!

Beispiel:
Geg.:
Ges.:
Lsng.:
2
E:X=[1|+A
1
Zun:
-2

1 |i=-20y+np, =0 O

0

—ZDhl+n2 =0=> no =2Dhl

1

= EinNF:| 2

5

Beachte die folgenden Umformungen:

ﬁO()z—é):

Ny
ny

n3

[¢]

A(2/171),B(0/2/1)und C(-1/07/2) liegen in der Ebene E.
Normalenform von E in vektorieller Form.

-2 -3
1 |+pll-1
0 1
-3
-1 Eﬁ:—3Dhl—n2+n3=O
1
nq 1
=n= 20h =|2
—3[]11—2ﬁnl+n3=0:>n3=5l]11
S5y 5
H_J
ny istfrei
wahlbarz.B.:1
2
X-l1]|=0
1
aQ
az
ny a
—|[No (o] A2 :n15(1+n25(2+n35(3+n0=0
n3 ) \as
_—
:no

Definition:

Die Gleichung nq X1 + ny X5 + N3 X3 +Nng =0 heilt Koordinatendarstellung (Koordinatenform) der
Normalenform der Ebenengleichung E.

Fiir das Beispiel lautet die Koordinatendarstellung:
E in NF: X1+ZD(2 +5D(3 -9=0
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§ 5.3 Die Hesse'sche Normalenform der Ebenengleichung

Vorbemerkung / Definition:

Einen Vektor der Lange 1 nennt man Einheitsvektor. Jeder Vektor & lasst sich durch die skalare Multi-
plikation (entspricht nach § 0.1 einer zentrischen Streckung) auf die Lange 1 bringen. Diesen Vorgang

nennt man normieren, einen so gebildeten Vektor nennt man normierten Einheitsvektor al,

Beispiele:
4 4
1) a:= 3] mit|é|:\/42+(—3)2:@:5_,510:%% 3}
1 1
2) a=|2 mit|é|:\/12+22+22=\/§:3_>510:§ 2
2 2
1 1
2] s 12422422 1+ 42 0_112
3) a:=|_|mit[d=v1"+2°+2°+4 =25=5_3%==
2 512
4 4
Definition:

Ein Vektor € heifit kanonischer Einheitsvektor, wenn eine einzige seiner Komponenten Eins betragt und
alle anderen Komponenten den Wert Null besitzen!

Beispiele:
Kanonische Einheitsvektoren des R3:

1 0 0
€, =| 0} &, =1} &,=|0

0 0 1
Definition:

Verwendet man zur Bestimmung der Normalenform einer Ebene E den normierten Normaleneinheitsvek-

tor ﬁo, so dass flr die Orientierung von /0 sgn(— /0 @): =1 qilt3, so erhalt man die Hesseform der
Normalenform der Ebenengleichung E.

Beispiel:
-X1+2Xy +2x3-13 _
3

NFe: x; -2y -2X3+13=0 = HNFE: 0

3 d.h.: die Konstante ist negativ (oder evtl. Null)
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Beispiel:
1 2 1
Gegeben sei die Ebenegleichung E: X =| 3 |+A 0 -1|+ud-1|.
0 0 1

Gesucht ist die Ebenegleichung in Normalenform sowie die Hesseform von E.

Lsng
1 2 1
E:X=|3[+A[-1|+pd-1
0 0 1
zu NFg :
2 1) (-1-0) (-1 1
A=|-1|x|-1|=| 0-2 |=|-2|~ A=|2]| [i[=+6
0 1) |-2+1) (-1 1
N[ (1
~ NFg =| 20| X—|3||=x1+2Xy +X3-7=0
1 0
1 1
aHNFE:i olol% -l 3 :x1+25<2+x3—720
N R V6

§ 6 Anwendungen fiir die Hesse sche Normalenform

§ 6.1 Abstand eines Punktes von einer Ebene

Gegeben sei die Ebene E sowie ein Punkt D [ E. Gesucht ist der Abstand d von D zu E.
Lésung:

0.B.d.A. sei die Parameterform von E gegeben durch:

E:X=8+AFH +ull,

0.B.d.A. sei die Normalenform von E gegeben durch:

E:ngXy+ny Xy +n3kg—nes=0

Der Punkt D liegt auf einer Geraden g [0 E mit der Parameterform:

dl nq d1+)\|]ll
g:X=d+A=|dy [+A N, [=|dy +A Dy
d3 N3 d3+)\|]lg



Der Schnittpunkt S von g mit E ergibt sich durch Einsetzen von g in NF von E:

(d1+)\ Dhl)Dhl+(d2 +A th)th+(d3 +A |]]3)m3—ﬁo§:
d1m1+)\mf+d2 th +)\Dh%+d3 Dh3 +A Dh%—ﬁoé:

_d1m1+d2 m2+d3m3—ﬁ0§_d1m1+d2 l]12+d3l]h3—ﬁo§

A
n12+n%+n§ |ﬁ|2
Ny +do Ty + da T —i0s |
- + + —NoS
—~8=|d, |+ 1 g +do 22 3 g N,
d3 |n| n3

Der Abstand d zwischen D und E ergibt sich durch den Abstand von D und S:

%l g d d fos [ ] (%
d=le-gd = dy |+ 1y + 2[]1%; g3 —Nos n, |-| d,
d3 |n| N3 d3
- o[ M
_d1m1+d2m2+d3m3—n05
= ) []n2
|n| N3
_d1m1+d2m2+d3m3—ﬁ0§ 1 _d1Dh1+dZth+d3Dh3—ﬁo§
= 5 [n2 = 5 [lﬁ|
A N3 A
:d1m1+d2mz+d3m3—ﬁ0§:imda_§]:ﬁ()[[6_§]
A A

Damit gilt:

Der Abstand eines Punktes D (d+; dz; d3) von einer Ebene E ist gegeben durch?:

n d
-0 |7 = 1 ! ! nyléy +noldly +ngldz+Nos
d=n"o|d-58 :H n2 o d2 - 82 = r y 0 \1
i [-sanl-7° )
N3 ds ) |ss sgni- A" 3|7
Denn:
ny ny ny N (M
A =Aln, = ADIny A DN, | = [A20n, [, | =|A[OH
ns n3 n3 nz ) \nN3

4 Konkret: Setze den Ortsvektor des Punktes DerHtisseform der Ebenengleichung ein!
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Beispiel:

Gegeben seien die Punkte A(1|23), B(1]1|2) und C(2 | 2 | 4) sowie der Punkt D(-1|-3 | 1). Berechne
den Abstand von D zu der Ebene E, die durch die Punkte A, B und C festgelegt wird!

Lésung:
1. Parameterform der Ebene E:

1 0 1
E:X=|2[+A[1|+pd0
3 1 1

2. Normalenform der Ebene E:

0) (1) (1-0 1
A=|1[x|0|=|1-0|=| 1 |mit|f]=+3

1) (1 0-1) (-1
- NFg: X1 +X2—-X3-0=0 < X1 +Xo—-X3=0

3. Hesseform der Ebene E:

X1+ X =X3 _

HNFE:T 0

4. Abstand von D zur Ebene E:

d; +dy-d3 _-1-3-1
d(D;E) = é 3 = \/g =—§E{/§

Tatsachlich besitzt der Punkt D den berechneten Abstand von der Ebene!

§ 6.1.1 Diskussion des Vorzeichens von d(D; E)

Die Ebene teilt den dreidimensionalen Raum in zwei sog. Halbraume, d.h.: in ein ,Oben und Unten® oder
auch ,Vorne und Hinten®. Der Ursprung und der Punkt D dessen Abstand von der Ebene E ermittelt
werden soll kénnen im gleichen ,Halbraum® oder aber in den verschiedenen ,Halbraumen*® liegen (im
Falle des Beispiels, d.h. wenn der Ursprung in der Ebene liegt, ist eine solche Unterscheidung nicht még-
lich!). Es gilt die folgende Unterscheidungsregel:

d>0: Ursprung und D liegen auf verschiedenen Seiten von E
d=0: DistElementvonE
d<0: Ursprung und D liegen auf derselben Seite von E
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§ 6.2 Berechnung des Abstandes einer zur Ebene E parallelen Geraden g

Jeder Punkt von g besitzt zu E denselben Abstand. Wéhle nun einen beliebigen Punkt D auf g und be-
rechne seinen Abstand zu E mit Hilfe der HNFe.

§ 6.3 Berechnung des Abstandes zweier windschiefer Geraden g und h

Voriiberlegung:

Windschiefe Geraden schneiden sich nicht. Offensichtlich ist die direkte Berechnung mit der Wahl zweier
Punkte von g und h nicht so einfach, da dieser Ansatz letztlich zu einer Optimierungsaufgabe mit zwei
Variablen flhrt!

Beispiel:
1 1 2 -1
g:X=|0[+A[J1 h:X=[0[+ul 1
1 0 1 1
1 1 2 -1 1 -1 1 0=1
gnh:|0|+A01|=|0(+pdl 1 | AD1|-pdl1|=[{0|><A=pn=0
1 0 1 1 0 1 0 p=0
Zur Abstandsberechnung mit Hilfe der Analysis:
WahlePO gundQh:
1 -1 1
PO=|0|+u) 1 |-AG | mit: dlg h)=a(v) =[P =yl-n-A) + (1-A)* +1
0 1 0
ad _ (LA =1)—p+A ~ 20\ -1 _ 1
o —= = =0e A==
N T R T N i TR (N TE N N RN T 2
od _ (u+A-D+u-A+p 3M-1 _ 1
- —= = =0 u==
M Ja-pu-AP+(-A +u?  J-p-AR +-2)2 +p? 3

oo 32

Hier bleiben wir allerdings aus rechentechnischen Griinden den Nachweis schuldig, dass es sich tatsach-
lich um ein Minimum handelt!

Analytische Variante:
Man bestimmt zunachst eine Ebene E, die eine der beiden Geraden (z.B. g) enthalt und zu der die andere

Gerade (hier: h) parallel verlauft! Offensichtlich besitzen alle Punkte von h zu E denselben Abstand d, der
zugleich dem Abstand der windschiefen Geraden entspricht!
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Beispiel:
1 1 2 -1
g:X=[0]|+A01 h:X=|0|+ul 1
1 0 1 1
1 1 1
E:X=|{0[+A[1|+p0 1 |mit: n—[l x| 1 =| 1 |mit || =6
1 0 2

- NFE:x1+x2+ZD(3—3—O
X1+X2+ZD(3—3
V6

Aufpunkt von h einsetzerf = Abstand}
_2+0+2-3_1 _+6

-~ HNF: : =0

§ 6.4 Erganzung

§ 6.4.1 Abstandsberechnung eines Punktes D zu einer Geraden g

Gegeben sei die Gerade g in Parameterform, sowie ein Punkt D mit dem Ortsvektor d. Auch hier gibtes
verschiedene Maglichkeiten den Abstand von D zu g zu ermitteln!

Variante 1:
a r a; +Ag [y
g:)ﬁ(:éﬁ‘)\ﬁ—»r): as +)\O o | = 3.2+)\0U2
. (d1) [atAolh
az r3) \ag++Aglis
q Dﬁﬁ)—» dz - a2+)\ODT2
. 1 d asz ++Ag 0
i=|d, 3 3 o i3
d3

dg; D):‘a = \/[dl ~(aq + Ao Oy )| +[dy — (a2 + Ao T )J* +[d3 ~ (a3 + Ao Ta)J
dd _ _r 0oy —(ag +Aq 0y)] + 1o dp — (g +Ag O )|+ r3 fdg — (a5 + Mg [is)] 0

o \/él[di ~(ai + o I )J?

< rlml—r]_@l—)\oﬂlz'Frzmz—rz@2‘)\0@224‘['3@3—['3@3—)\0@3?=O

< rlml—r1@1+r2mz—r2®2+r3m3—r3@3—)\0 r12—r22—r3? =0
_Nhléh—nléy+ryldy —rplay +rglilz —rylag

f—@—é

Einsetzen von A in die Abstandsformel liefert den gesuchten Wert!
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Variante 2:
Verwende das Skalarprodukt:

Y] rn a1 +Ag [
g:X:é+AHﬁE): as +)\O rr | = az+)\oﬂz
. (d a +Ag [
az r3) \ag++Aglis
q Dﬁﬁ)—» d2 - az+)\oﬂz
. 1 d as ++hq I
d=|d, 3 3 o Li3
d3

kirzesteEntfernung wenn
Skalarprodkt zwischenPDundT d

nooof¥MNYo o0oo .| d
d

ag +Ag [ rn
- as +)\O HZ ol I =0
az ++Ag [f3 ra

w NP

< rlml—rlﬁl—)\oﬂ12+r2m2—r2@2—)\0@22+r3m3—r3@3—)\oﬁf3?:O
= rlml—r1®1+r2mz—r2@2+r3m3—r3®3—)\0 r12—r22—r3? =0
A _ il -y +1p Ly —rp [8y +13[E3 —1r3[A3
= A0~ 2_2_ 2
n —ry-r3
Einsetzen von A in die Abstandsformel liefert den gesuchten Wert!

Beispiel:
2 1
Gegeben sei die Gerade g: X =| 0 |+A[) 0 |sowieD(4|2]1).
-1 -2
2+A
p= 0
p s1-2m)| . [ 2R _
. _PD=| 2 :‘PD(:\/(z—A)2+4+4EQ1+;\)2
- 2+2[A
d=|2
1
2-1 ) (1
2 ol O =2—)\—4—4D\:0<:>)\:—E
2420 ) \-2 >

2 2
:>d(g;P): (2+gj +4+4[€1—2j =\/£1+1—00+§=@=335
5 5 25 25 25 5
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§ 6.4.2 Lagebeziehungen zwischen Ebenen

Mit Hilfe der Normalenformen bzw. der Normalenvektoren zweier (oder mehrerer) Ebenen lassen sich
schnell Aussagen Uber die gegenseitige Lage gewinnen.

Voriiberlegung:
Beh.: Fiir kollineare (parallele und antiparallele) Vektoren des R3 gilt: axb =0
Bew.:
Kollinearheif3t: b = (0]}
ap) (b (&) (¢ (axldlaz-agldla) (O
axb= ay | X b2 =lag |X (I)@z = 81@@3—83@@1 =10|=0
ag) \b3) \az) \¢lag) (aydlay-arpld ) (O

1)  Zwei Ebenen E und F sind parallel, wenn ihre Normalenvektoren kollinear sind, d.h.:
ﬁE X ﬁF =0

2) Zwei Ebenen E und F sind senkrecht zueinander, wenn ihre Normalenvektoren einen 90° Winkel
bildend.h..:ng xng =0

3) Der Schnittwinkel zweier Ebenen E und F ist gegeben durch den Winkel ¢ , den ihre Normalenvek-
toren miteinander einschlieRen.

Ng oNg
e/ R

§ 6.4.3 Winkel zwischen beliebigen Vektoren (Beweis):

Esgilt: cosp =

Der Winkel ¢ zweier Vektoren aundb ist gegeben durch: cosp =

Ial

Elementargeometrischer Beweis:
Cosinussatz:

‘( ] a| +c- 2[]&[.1){@:031)

NR ‘(B-éf:\/(b ~ 20y by +a2 + 0 - 2025 (b, + )+ (b3 ~ 225 (b +23)

=b? - 20y by +af +b3 - 2[A, (b, +a3 +b3 — 2@y [by +a3

(bl +b3 +b3)+(312 +aj +a3) 2{ay by +ap (b, +ag by)

~12 .2 A bl ~12 .2 -
=‘b‘ +|d° -20ay |0b, =\b{ +d°-2@0b
as b3

(2] =[a +[57 - 210 15 wost - Ja +[§” - 2120 b =lg” « o - 204 reosp
aob

- —2mob_—2qﬁ|[|b\m:os¢ - cos¢—|a|qb{
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§ 7 Spiegelungen
§ 7.1 Spiegelung eines Punktes P an einer Geraden g

Um einen Punkt P an einer Geraden g zu spie-
geln betrachtet man die folgende Vektorglei-
chung (Bezeichnungen siehe Bild):

B =p+20PS

wobei S den LotfuBpunkt von P auf g bezeich-
net!

Man erhalt S durch eine senkrechte Projektion
de Vektors AP auf den Richtungsvektor Tq

der Geraden g.

Herleitung des Ortsvektors® S von S mit Hilfe des Cosinussatzes fur rechtwinklige Dreiecke. Es sei A
der Aufpunkt der Geraden mit dem Ortsvektor a. Dann gilt:

‘A# ‘AP‘ codSAP)

[ oAP T oﬁ
Tq AP =[RS =[AFl a
cod[1SAP) = [.]AP‘ ‘ A
/R
Ty =A [AS .
AA#_ oAP __ TgeAP
‘rg‘:AS—rg ‘r‘ rg S—rgEIT+a
i~ : \rg\ i
Damit folgt fiir den Ortsvektor p* des Spiegelpunktes P* von P:
p* = p+2PS=p+23-20p=2[F, E—Ip7+2@ P
T,
g

5 Hiermit ist insbesondere bewiesen:

Die senkrechte Projektion eines Vektdrsauf einen Vektor ist gegeben durcrﬁé1 =



Beispiel:
1 1
g:X=[0|+A01
0 0
-2
P(-213]0) - p=| 3
0
1) (-2) (1) (1
1o 3 [-|1]|c|0
1 0 0 0 0 1 -2 1 1 4 4
L pr=201 5 votio|-| 3 |=201|d-14|-3|=| -3
0 (\/E) 0 0 0 2 0 0
= P*(4|-3]0)

§ 7.2 Spiegelung eines Punktes P an einer Ebene E

Um einen Punkt P an einer Ebene E zu spie-
geln betrachtet man die folgende Vektorglei-
chung (Bezeichnungen siehe Bild):

Bt =p+20PS

wobei S den LotfuBpunkt von P auf E bezeich-
net!

Man erhalt S durch den Schnitt einer Geraden
g mit Aufpunkt P und dem Normalenvektor der
Ebene E als Richtungsvektor.

Herleitung des Ortsvektors von P:

Voraussetzungen®:
P1 ny) (PpL+Alng

Essei g: X =| po [+ADINy [=] pp + Ay |[UndNFg 1Ny Xq + Ny Xy +Ng kg —Ng =0
P3 nz) \p3+Alhg

6 Das ist Ubrigens eine O.B.d.A. Vereinbarung!

42
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Lésung:

1) Bestimmung des Schnittpunktes S von g mit E
gnE - Xgin NFg :

ny fpy +A Ohy)+ny Hpp + A [hyp )+ ng pg +A thg)—ng =0
o MZ +Aep-ng=0- A= PO
A
) P1 flop—ng Ny
=S=|P2 |7 5 N2
P3 A n3

2) Bestimmung des Ortsvektors von P*

pr=p+2PS=p+2[s-p)=

P1 P fioB-n N1) (P1 oB—n
= P2 (+20] p2 ‘TO Nz | = P2 ||=| P2 ‘2[?70
P3 P3 i n3 P3 P3 || n3
Beispiel:

Gegeben sei die Ebene NFg : 2[Xq +2[X» — X3 +3 =0 sowie der Punkt P(4 | 3 | 4). Gesucht ist
der Spiegelpunkt P* von P an E.

Losung:

4 133 2y (a4 26 [ 2 -16/
pr=|3]|- 2 |=|3|-5 02 =| =25

4 -1) |4 -1) | 6%
- P51 27|67)
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§ 8 Der Kreis in der analytischen Geometrie

Auch Kreise lassen sich mit Hilfe von Vektoren darstellen. Betrachtet die folgende Uberlegungsskizze:

Da alle Punkte auf der Kreislinie densel-
ben Abstand (Kreisradius r) vom Mittel-
punkt M besitzen missen gilt:

|F| = r =konstant
Flr den Vektor T gilt:
F=X-m

Damit ergibt sich die Vektorform der
Kreisgleichung:

(x-m)? =[] =1

Aufgabenbeispiel:

A
X2 - Achse

={]

bl

»

»

X1 - Achse

Bestimme die Kreisgleichung des Innkreises eines Quadrates mit den Eckpunkten A(4 /1/1),

B(6/3/1),C(4/5/1)undD.

1) Bestimmung des fehlenden Eckpunktes (ggf. mit Skizze): D(2/3/1)
2) Bestimmung des Mittelpunktes des Kreises (Schnittpunkt der Diagonalen):
Entweder durch ,geschicktes Sehen*: M(4/3/1)

Oder durch Rechnung:

4 0
di:X=[1[+N04] dy:
1 0
dyndy:|1|(+All4|= 3+u
4

= m=|3| - M(4/3/1)

[EEN

6
_3+“

-4
0
0

= 4[A

-4
0
0
A = 2 ==Y
=2 A=Y
0 =0

3) Berechnung von r2 (Lange des Vektors von M zur Seitenmitte einer Quadratseite)2:

Mmawquanm:§=a;b
1 2
:>r2=(§—r?|)2: -1 =2 (

=2

= 95/2/1)

)2

- r:\/E) Kreisgleichung: = k: | X—|3|| =2

1
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§ 9 Die Kugel in der analytischen Geometrie

. A X2-Achse
Dieselbe Uberlegung wie bei der Herleitung

der vektoriellen Form der Kreisgleichung P

liefert die vektorielle Form der Kugelglei- [T ’ 57
chung: ’

Es sei M der Mittelpunkt einer Kugel mit Ra-
dius r. Dann gilt fur die Vektorform der Ku- J !

gelgleichung: b

(7( - m)z =r? v xT—Achse

xs-Achse

Aufgabenbeispiel:

Die Ebene E ist durch A(1/0/2),B(3/2/0)und C(1/2/3)festgelegt. Zeigen Sie: Der Punkt M (4 /3 /

3) ist nicht in E enthalten und bestimmen Sie die Gleichung der Kugel mit Mittelpunkt M, welche die Ebene
E berlhrt! Bestimmen Sie auch das Volumen dieser Kugel.

1) Ebenengleichung:
1 2 0

2 0 e (6 1
E:X=|0|+A[]) 2 |+p2] 1A=|2 2 eyl=|-2| no|0|=14
2 -2 1 -2 1 e | 4 2

NFz: 60k -2k, +4X3-14=0
M in NFs: 604-2[3+4[3-14=16#0=M0E
2) Kugelradius (Abstand M zu E):
| =+/36+4+16=1/56 ﬁd:rzsmnl'mi’é_;m%_“:%a/s_es

3) Kugelgleichung:

NG
(x-m)2=r2 - |x-|3|| =32
7
3
4) Volumen:
3
Vi =gm3m=gtﬁm756 LEJ (1= 40,94VE
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§ 10 Ubungsaufgaben

Aufgaben zu Ebenen

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Ebenengleichungen der Elementarebenen’ in Parameter und in Normalenform!

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Ebenengleichung von E mit P(2; 1; -1), Q(3; 1; -3) und R(-1; 0; 2) [I E. Geben Sie die
Gleichungen der Spurgeraden® an und bestimmen Sie die Spurpunkte der Geraden GmitP, Q0 G .
Aufgabe 3:

Gegeben seien die Punkte A(-2; 3; 4), B(-4; 5; 6) sowie C(2; 3; 1).
a) Bestimmen Sie eine Ebenengleichung der Ebene E, die die Punkte A, B und C enthalt, in Parameter-
und in Normalenform.

0 1
b) ZeigenSie: G: X =| 1 |+n-1| ist vollstandig in E enthalten.
2 -1

c) Berechnen Sie die Schnittgerade zwischen E und der Ebene F: x1 + 2x2-x3 +3 = 0.
d) Bestimmen Sie eine Darstellung von F in Parameterform!
e) Bestimmen Sie die Spurgeraden von F und die Spurpunkte von G.

Aufgabe 4:

In einem KKS sind der Punkt C(-3; 2; 1), die Ebene Ei: 2x1 + x2 + x3 -6 = 0 und die Gerade
5 4

g: X =|2|+A00|, AOR, gegeben.
3 1

1.a) Zeigen Sie, dass der Punkt C auf der Geraden g liegt.
b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes A der Geraden g mit E1.
Die Ebene E; enthélt die Gerade g und steht senkrecht auf der Ebene E1.

2.a) Stellen Sie eine Gleichung der Ebene E2 in Normalenform auf.
[mdgliches Ergebnis: Eo: x1 + 2x2—4x3 + 3 =0]

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s der beiden Ebenen E+ und Eo.

c) Weisen Sie nach, dass Punkt A aus Teilaufgabe 1.b) mit Punkt B (0;2 R/2;-2 E{/E) und dem

Ursprung O des Koordinatensystems ein rechtwinkliges Dreieck bildet. Berechnen Sie die Seiten-
langen dieses Dreiecks.

7 Die Elementarebenen werden von den Koordinatesgachebildet! Skizze ist bei der Auswahl dreierk@ein
zwar nicht nétig, aber u.U. hilfreich!

8 Die Koordinatenachsen bilden sog. Elementarede®eimeidet eine beliebige Ebene eine Elementaegisen
nennt man die Schnittgerade Spurgerade.
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Aufgaben zu Geraden

Aufgabe 1:
0 a a

Gegeben sei die Vektormenge V :=<| 1 ;| 1 || -1 | mita R beliebig. Fur welche Werte des
all-a)l\l-a

Parameters a sind die Vektoren aus V linear unabhangig?

Aufgabe 2:
2 3 -2 1
Gegeben seien die Vektoren a:=| -1|, b:=| -3|,¢:=| 5 |und d:=| -3]|.
3 -2 0 5

a) Priifen Sie die Vektoren b,cundd auf lineare Unabhangigkeit.
b) Begriinden Sie kurz, warum nicht alle vier Vektoren linear unabhangig voneinander sein kdnnen.
Wie lasst sich Vektor d mit Hilfe von “a,b,und@ darstellen?

Aufgabe 3:

Gegeben seien die Punkte A(-1; 2; -1), B(5; 2; -1), C(2; 7; 3) und D(-1; 12; 7). Die Punkte A und C liegen
auf einer Geraden g; die Punkte B und D liegen auf einer Geraden h.

Bestimmen Sie je eine Parameterform der Geradengleichungen von g und h.

Berechnen Sie — im Falle der Existenz - den Schnittpunkt von g und h.

Die Punkte A, B und C bilden ein Dreieck! Erstellen Sie eine Zeichnung dieses Dreiecks.
Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes S von AABC und die Koordinaten des Sei-
tenmittelpunktes M von [AB].

e) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks AABC. Um welche besondere Dreiecksart handelt
es sich hier?

o O T QO
—_—— =

Aufgabe 4:

Gegeben seien die Punkte P(1; 2; -1), Q(-2; -3; 1), S(3; 5; -2) und T(3; 1; 4). Die Punkte P und Q liegen
auf einer Geraden g; die Punkte S und T liegen auf einer Geraden h. Bestimmen Sie je eine Parameter-
form der Geradengleichungen von g und h. Wie liegen diese Geraden zueinander?
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§ 10. 1 Elementarebenen

in Parameterform:

E

1 0 Skizze:
v x3 - Achse

Xyp - X=AMO|+ul1 s

0
xys - X =A00|+pdio

0 X1 - Achse

xo5 X =AML +pul0

0 1

X2 - Achse

in Normalenform:

0
Ny2=|0/=NFvonE, ,: x3=0
1
0 1
Nyz=|1|=NFvonEy .: x2=0 Ny3=|0|=NFvonE,, ,: x1=0
0 0
Aufgabe:

Gegeben seien die Punkte A(2 /3 /-2), B(3/-1/-2) sowie C(4 / 0/ -2). Die Punkte ABC liegen in der
Ebene E und bestimmen dort das Dreieck ABC.

a)
b)

0 «Q
~

Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks ABC.

Bestimmen Sie eine Ebenengleichung von E in Normalenform! Welche Schlussfolgerung lasst das
Ergebnis zu?

Geben Sie eine Ebenengleichung einer Ebene F, die Parallel zu E liegt und den Punkt S(5/3/4)
enthalt!

1 1
Gegeben sei weiter die Gerade G: X =| 0 |[+9 1-1|. Berechnen Sie die Schnittpunkte N von G
3 2

und E sowie M von G mit F.

Die Gerade G und der Punkt S legen eine Ebene H fest! Geben Sie eine Ebenengleichung von H in
Parameterform an und bestimmen Sie die Schnittgeraden von H und E sowie H und F.

Berechnen Sie die Spurgeraden, die beim Schnitt der Elementarebenen mit H entstehen!
Berechnen Sie die Spurpunkte, die beim Schnitt von G mit den Elementarebenen entstehen!

Das Dreieck ABC bildet mit dem Punkt S eine Pyramide ABCS. Berechnen Sie unter Verwendung
der Formelsammlung das Volumen dieser Pyramide!



