Prifungsteil A

Analysis
Aufgabengruppe 1
X2 +2x

X +1
D;. Geben Sie D; und die Nullstellen von f an.

1 a) Gegeben ist die Funktion f: x>

mit maximaler Definitionsmenge

Definitionsmenge: IR\{Nullstelle des Nenners}
x+1=0ex=-1-1Df =IR\{-1}
Nullstellen: Zahler Null setzen ...

X1=O

2 — . —
x“+2x =0ex (x+2)—0—>{x2=_2

x ausklammern

b) Geben Sie einen Term einer gebrochen-rationalen Funktion h an, die die
folgenden Eigenschaften hat: Die Funktion h ist in IR definiert; ihr Graph
besitzt die Gerade mit der Gleichung y =3 als waagrechte Asymptote
und schneidet die y-Achse im Punkt (0] 4).

Wenn h(x) (gebrochen rational ...) auf ganz IR definiert sein soll, darf der Nenner keine
Nullstellen besitzen. Die einfachste Variante einer nullstellenfreien Fkt. ist eine nach oben
verschobene Normalparabel. Ist eine waagrechte Asymptote vorhanden, so muss der
Zahlergrad gleich dem Nennergrad sein (also auch eine quadratische Fkt.).

Wenn man keine direkte Losung findet, konnte der folgende Ansatz weiterhelfen ...

a-x*+b

Wahlt man fur den Nenner die ,einfachste® Parabel, vereinfacht sich h(x) zu ...

a-x*+b
h(x) = x2+1
Dann gilt:
+b
h(O)—H—4—>b—4
lim h i L 3 3
— = = e =
dm b = im Sasg me=3-a
und damit ...
3-x%+4
h(x) = ———

x2+1



2 Gegeben ist die in IR" definierte y \
Funktion g: x - = Abbildung 1 ) \
X
zeigt den Graphen von g. 4 \\
\\
RENNEN
zu a) \\ \\
e e 4 > \\
.f g(x)dx =.f (;) dx = L N\
1 1 4 \\ \\
=[4-Inx]$=4-lne—4-In1 =4 I |
A N
N
0 ) 3 g 5 ‘}
Abb. 1

=]
a) Berechnen Sie den Wert des Integrals jg(x)dx.
1

b) Ermitteln Sie grafisch diejenige Stelle x, € R, fur die gilt: Die lokale
Anderungsrate von g an der Stelle x, stimmt mit der mittleren
Anderungsrate von g im Intervall [1;4] Gberein.

Die mittlere Anderungsrate entspricht der Sekantensteigung der Punkte auf dem
Funktionsgraphen, die die Randwerte des gegebenen Intervalls als x-Koordinaten besitzen!

Die lokale Anderungsrate entspricht einer Tangentensteigung!

Gesucht ist also der xo - Wert, fir den die Tangentensteigung mit der gegebenen
Sekantensteigung tbereinstimmt! Hier gilt: xo = 2.

3 Der Graph G; der in IR definierten ganz-
rationalen Funktion f besitzt nur an der *
Stelle x =3 eine waagrechte Tangente (vgl.
Abbildung 2).

Betrachtet wird die in IR definierte Funktion

g mit g(x) =f(f(x)). 1 / \ X,

0 /‘234537
Abb. 2

a) Geben Sie mithilfe von Abbildung 2 die Funktionswerte f(6) und g(6)
an.

w
—

N
—

f(6) lasst sich sofort aus dem Graphen ablesen ... f(6) = 2. Damit ergibt sich durch einsetzen
von 6 in g(x) der Term ...

00 =1(1©) - 1@ -3

=2 —-Graph



b) Geman der Kettenregel gilt g (x) = f’(f(x))-f’(x). Ermitteln Sie damit und
mithilfe von Abbildung 2 alle Stellen, an denen der Graph von g eine
waagrechte Tangente besitzt.

f(x) =0 - x = 3 (auch nach Angabe)
9@ =) fx)=0- f<g9>=0ay@)=y6)=o=g@)
=3

Damit besitzt g(x) drei (echte) Extremstellen!

4 Gegeben sind die in IR definierten Funktionen f, mit f,(x)=a-e™ +3 und
aclR\{0}.

a) Zeigen Sie, dass f; (0) = —a gilt.

fa(®)=-a e - f,(0)==a¢=—-a
=1
b) Betrachtet wird die Tangente an den Graphen von f;, im Punkt (0 | T, (0))
Bestimmen Sie diejenigen Werte von a, flr die diese Tangente eine
positive Steigung hat und zudem die x-Achse in einem Punkt schneidet,

dessen x-Koordinate gréfier als % ist.
fax)=a-e*+3->P0;a+3); m=—aq;
y=my;x+t->y=—-a-x+(a+3)

Da die Steigung positiv sein soll gilt zum Einen: a < 0. Die zweite Bedingung ergibt sich aus der
Lage der Nullstelle der Tangenten ...

a+3 1 1
>§<—>a-§+3>0—>a>—6

0=—a-£+(a+3)—>x=
1

>2

Fur: -6 <a <0 sind die Bedingungen der Aufgabe erflillt!



Analysis

Aufgabengruppe 2

2
1 Gegeben ist die Funktion g: x

5 mit maximaler Definitionsmenge Dy .
X -9

a) Geben Sie Dg sowie eine Gleichung der waagrechten Asymptote des
Graphen von g an.

Definitionsmenge: IR\{Nullstelle des Nenners}
x* =9 =0-ID; = [R\{£3}
waagrechte Asymptote:
Am gl)=2-y=2
y = 2 ist die gesuchte waagrechte Asymptote!

b) Zeigen Sie, dass der Graph von g in genau einem Punkt eine waagrechte
Tangente besitzt.

4x-(x*=9)—4-x>  —36x

CZED N e

g (x) =

x = 0 ist die einzige Nullstelle von g’(x), damit hat Gq nur in genau einem Punkt eine
waagrechte Tangente (kann man auch anders begriinden / nachweisen).

2 Betrachtet werden die in IR definierten y
Funktionen f und F, wobeil F eine Stamm- 5
funktion von fist. Abbildung 1 zeigt den 4
Graphen Gg von F. 3 / Sk
NIVAN
zu a)
7 1 X
flf(x)dxz[F(x)]Z 0 l > 3 N/ b5 6 7
=F(7)-F(1)=5-1=4 //
/ Abb. 1

7
a) Bestimmen Sie den Wert des Integrals J'f(x)dx.
1

b) Bestimmen Sie den Funktionswert von f an der Stelle 1, veranschaulichen
Sie |hr Vorgehen in Abbildung 1.



f(1) = F’(1) = 4 entspricht der Tangentensteigung am Punkt mit der x — Koordinate Eins.
Einzeichnen der Tangenten und Ablesen der Tangentensteigung ergibt den gesuchten
Funktionswert.

3 a) Gegeben ist die Funktion h: x> In(2x—3) mit Definitionsmenge
Dy, = ]%;+oo . Geben Sie die Nullstelle von h sowie einen Term der ersten
Ableitungsfunktion von h an.

Nullstelle der In-Fkt.: Argument muss 1 sein!

h(x)=In2x—-3)=0e2x—3)=1->x=2

h(x) =In(2x —3) » h'(x) =

2x —3
b) Die in IR definierte Funktion f besitzt die ¥ P
Nullstelle x =2, auRerdem gilt f'(x)>0 1 =
fur alle x eIR. Abbildung 2 zeigt den P I s X
Graphen G; von f. 4
Betrachtet wird die Funktion
Abb. 2

g: x > In(f(x)) mit maximaler
Definitionsmenge Dy. Geben Sie Dy an und ermitteln Sie mithilfe von
Abbildung 2 diejenige Stelle x, fur die ¢ (x) = f'(x) gilt.

IDy = ]2; +oo[
9() = In(F () - g'(x) = % ) o) =10x=4

Der gesuchte x-Wert besitzt den Wert 4.

4 Gegeben sind die in IR definierten Funktionen f, mit f,(x)=a-e* +3 und
acIR\{0}.

... siehe Aufgabengruppe 1



Stochastik
Aufgabengruppe 1

Gegeben sind die im Folgenden beschriebenen Zufallsgréflen X und Y:

¢ Ein Wirfel, dessen Seiten mit den Zahlen von 1 bis 6 durchnummeriert sind,
wird zweimal geworfen. X gibt die dabei erzielte Augensumme an.

¢ Aus einem Behélter mit 60 schwarzen und 40 weilRen Kugeln wird zwdélfmal
nacheinander jeweils eine Kugel zuféllig entnommen und wieder zuriick-
gelegt. Y gibt die Anzahl der enthommenen schwarzen Kugeln an.

a) Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit P(X = 4) mit der
Wahrscheinlichkeit P(X = 10) ubereinstimmt.

Die Anzahl der Ereignisse, die zur 4 flhren ({1;3), (2;2), (3;1)}) entspricht der Anzahl der
Ereignisse, die zur 10 fihren ({(4;6), (5;5), (6;4)}). Da alle Elementarereignisse des Experiments
LZweimaliges Werfen eines fairen Wiurfels unter Berlcksichtigung der Reihenfolge der
geworfenen Zahlen“ gleichwahrscheinlich sind, gilt dies ebenfalls fir die Ereignisse 4 und 10.

b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X und Y werden jeweils durch
eines der folgenden Diagramme [, Il und Il dargestellt. Ordnen Sie X und'Y
jeweils dem passenden Diagramm zu und begru‘.‘mden Sie lhre Zuordnung.

b, L, k.

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10

e Il gehért zu einer Binomialverteilung mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit fir
Treffer und Niete (unsymmetrisch). Daher gehort dieses Diagramm der ZufallsgroRe Y.

o Dadie Betrage der Abstande zwischen den Wahrscheinlichkeiten benachbarter Zahlen
bei X stets gleich sind (namlich /1s), gehort Il zur Zufallsgrofie X.



Stochastik
Aufgabengruppe 2

Die Abbildung zeigt das Netz eines Wirfels, von
dem nur drei Seiten beschriftet sind.

a) Der Wiirfel wird so lange geworfen, bis die Zahl 1 zum ersten Mal erzielt

wird. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau viermal
gewlrfelt wird.

Das Ereignis E: ,Es wird genau viermal gewUrfelt* bedeutet: Es fallt dreimal nacheinander nicht
die Eins, dann kommt die Eins,... und damit:

3781
b) Die drei leeren Seiten des Wiirfels sollen jeweils mit einer positiven geraden
Zahl beschriftet werden. Ermitteln Sie eine M&glichkeit fur die Beschriftung

dieser drei Seiten, sodass bei einmaligem Werfen des Wiirfels der
Erwartungswert fur die erzielte Zahl % betragt.

P(E) = @)3 2 16

Es sei X die Zufallsvariable ,Augenzahl auf der Wiirfelseite*

E()—12+7 11,1 1.3 atbtc_31
=2 6 %6 6“6 -

6 2+ 6 6
a+b+c 22

.B.
HT=Z<—>a+b+c=222=> a=6b=4,c=12



Geometrie

Aufgabengruppe 1

Gegeben ist die Kugel K mit Mittelpunkt M(3| -6|5) und Radius 2V6.

a) Geben Sie eine Gleichung von K in Koordinatenform an und zeigen Sie,
dass der Punkt P(5|-4|1) auf K liegt.

Koordinatenform der Kugelgleichung:

- 3 ’ - 2
K: X—<—6>] =24 allg. K:[X-m] =r?

5
—)KFK: (x1_3)2+ (x2+6)2 +(X3_5)2 = 24

Einsetzen von P in KFy:
(5-3)2+(—4+6)>+(1—-52%?=4+4+16=24 (wahr)

P liegt auf der Kugelsphare!
b) Untersuchen Sie, ob K die x4x,-Ebene schneidet.

K schneidet die x1x2 — Ebene, wenn der Abstand von M zur Ebene kleiner als der Kugelradius
ist. Setzt man M in die HNFx1x2 - enene €in, S0 erhélt man ...

E:= HNFxlxz—Ebene: x3=0
>d(M;E)=5=2-25=2-V625>2-V6=r

die Kugelschneidet also die Ebene nicht!



Geometrie

Aufgabengruppe 2

Wird der Punkt P(1 | 2] 3) an der Ebene E gespiegelt, so ergibt sich der Punkt
Q(? |21 1).

a) Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.

Verwende als Aufpunkt den Mittelpunkt der Strecke [PQ] und als Normalenvektor den Vektor

von P nachQ ...
[ |
6\ |, [/4\|
NFz: [0]°] —<2 =0 KFz:6-x,+8-x,—80=0
v
Ag

b) Auf der Gerade durch P und Q liegen die Punkte R und S symmetrisch
bezlglich E; dabei liegt R bezlglich E auf der gleichen Seite wie P. Der
Abstand von R und S ist doppelt so gro® wie der Abstand von P und Q.
Bestimmen Sie die Koordinaten von R.

Wenn R doppelt so weit entfernt von S sein soll, wie P von Q, dann ist R auch doppelt so weit
vom Aufpunkt Ae der Ebene entfernt wie P. Dann ergeben sich die Koordinaten von R
- - —_ - 4
R:AE+2-AEP—>R=<2>+2-

(Uberlegungsskizze selber machen ...) durch:
1 4 -2
7 3 7 -1

- R(-2;2; —1)




Prifungsteil B

Analysis
Aufgabengruppe 1

Geg.: f(x) =2-vV10-x — x2 mitID;=[0; 10]

a)

Nullstellen:
f(x)=2-y10-x —x2=2"- (10—x)'x:0_){xX1—:100
, =

Extremstelle:

o0 =4

x—5 x—5
- = 2.~ _=0-5x=5-E(5;10)
2-v10-x — x2 V10 - x — x2 3

Es handelt sich um einen Hochpunkt, weil die y-Koordinate positiv ist und sich der Punkt zwischen den
Schnittpunkten von f mit der x-Achse befindet.

Ist Gt rechtsgekriimmt auf 1Dy, dann muss die zweite Ableitung auf ID; negativ sein! Dies erflillt nur der
Term |.

Umformung:

fG—x)=2-J10-5-x)—(5—-x)2=2-y/—x2+25
fFG+x)=2-/10-(5+x)— (5+x)2=2y—x2—25
fG—x)=f(5+x)

Die Funktionswerte, die um den Betrag von x von der Geraden x = 5 abweichen sind gleich; daraus folgt
die Achsensymmetrie!

|Df':
Fl) = 2 it ID; =10;10]
xX)=—2'—= mi - = |0;
V10 x — x2 4
L : X—=5
i/ ) =l |2 =] - 4
Die positive y-Achse ist Halbtangente an den Graphen Gt.
f(8) =4
Graph siehe rechts ... (x) A
Winkelgrofe: 0
-3 3 84
tang = f'(2) =-2-—=-5- ¢ =56,31°
4 2
6._
Das Rechteck besitzt die Grundseite . = 10 — 2 s
und die Breite b = f(s) = 2-V10-s — s2. 4
Damit ergibt sich fiir die Diagonalen d nach
Pythagoras: 24
d?=1?+p%=
2 a
(10-2-5)*+[2-V10-5— 52| = St

100 —40-s+4-s24+4-(10-s—s?) =
100 —40-s+4-s>2+40-s—4-s*>=100
->d=+100=10



